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数学 课 的 设置 不 外 卑 两 类 ， 一 类 是 高 等 数 
гаса хотон 


о л л Еи 
， 许 多 现 代数 学 的 思想 、 方 法 和 和 ' 内 容 无 时 无 刻 不 在 影 
咏 其 它 党 科 的 发 展 。 这 就 使 广大 从 事 研究 工作 的 科技 人 员 、 
研究 生 和 大 学 生 普 遍 感 到 传统 的 工科 院 校 高 等 数学 内 容 远 远 
不 能 满足 有 要求， 他 们 想 涉 足 现代 数学 而 又 感到 基础 不 足 ， 所 
以 迫切 硕 望 在 高 等 数学 和 现代 数学 之 间 能 搭 起 一 座 知 识 的 桥 
梁 , 以 便 引 叶 他 们 能 较为 方便 地 接近 现代 数学 的 前 沿 。 正 是 出 
学 生 和 研究 生 开设 了 “ 实 分 析 基 础 ”， 试 图 通过 这 门 课程 的 
rr os 
并 为 他 们 进一步 学 学习 现代 数学 打下 一 个 必要 的 分 析 基 础 。 实 
践 证 明 ， 这 是 一 件 非 常 有 总 义 的 工作 ， 而 且 这 个 目的 基本 上 
是 达到 了 。 

在 高 等 数学 与 现代 数学 之 间 完 竟 要 补充 何 科 知 识 才 能 最 
“省 时 省 笠 ” 地 填 平 两 者 之 间 渔 沟 ， 这 是 一 个 值得 探讨 的 问 
是 。 放 者 对 此 经 验 不 多 ， 所 编 《 实 分 析 基 础 ? 实 为 闭 门 之 
车 ， 尚 有 待 不 断 试验 、 改 进 、 充 实 与 提高 。 

本 书 插 图 由 张 礼 明 同志 精心 绘制 ， 作 者 在 此 表示 感谢 。 
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第 一 章 ”集合 与 映射 


1 # = 


1.1 集合 的 概念 

集合 是 数学 中 常用 的 概念 。 例 如 ， 实 数 的 集合 ， 自 然 数 
的 集合 ， 多 项 式 的 集合 ， 连 续 函 数 的 集合 ， 平 面 点 的 集合 ， 
空间 平面 的 集合 ， 等 等 。 

集合 的 概念 在 现代 数学 中 扮演 着 极其 重要 的 角色 。 但 这 
个 概念 是 如 此 基本 ， 以 致 我 们 在 这 里 没有 必要 也 无 法 对 它 下 
一 个 精确 的 定义 ， 而 只 能 用 事物 的 “总 体 ”，“ 全 体 ” 等 等 
词汇 对 它 作 一 番 解 释 。 当 然 ， 这 种 解释 在 概念 上 仍然 是 很 模 
糊 的 。 要 弥补 这 个 缺陷 ， 一 般 可 以 采用 “公理 集合 论 ”。 但 
它 已 超出 本 教程 的 范围 。 

集合 也 简称 为 集 。 

组 成 集合 的 “个 体 ” 或 “成 员 ” 叫 做 元 素 。 为 了 表示 元 
素 x 是 属于 集合 E 的 ， 我 们 采用 记号 

хЄЕ 或 E3x 

车 x 不 属于 EE， 则 记 作 x 

通常 用 两 种 方法 来 表示 集合 : 

1° 将 属于 此 集 的 元 素 都 列举 出 来 。 例 如 

A= {0,1,2,8,4,5,6,7,8,8,10, } 
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М№={0, 1, б ses eh] sss) 
B={Ħ, Z, Ñ, T} 
2° 给 出 集合 的 一 切 元 素 所 满足 的 从 属 法 则 。 这 个 法 则 
一 般 由 一 个 或 多 个 条 件 组 成 。 例 如 : 
A= (x; x€ N Bx<10) 
Ю={(х, y): x*+ y2<1yY 
C={y: y*-16=0) 
定义 ”如 果 组 成 集合 4 的 元 素 也 都 是 集 B 的 元 素 M 称 
集 4 是 集 B 的 一 个 子 集 或 部 分 。 记 为 
А©В 
并 读 作 “A 包含 在 B 中 ”或 “B 包 含 4”( 见 图 1 》 
从 定义 可 知 ， 每 一 个 集合 本 身 
也 是 它 自己 的 一 个 子 集 。 因 此 上 述 包 
含 关系 4SB 并 没有 排斥 4= 妃 的 情 
We 4ASB HEH ETK z € B ti 
LEAN, ЖА B 的 真子 集 ， 记 为 
4CB。 不 含 任何 元 素 的 集合 叫做 空 
Ж, Hi } 或 名。 每 一 个 集合 MM 都 
以 空 集 为 其 于 集 。 事 实 上 ， 由 定义 可 图 1 
NL AS B 当 且 仅 当 凡 不 属于 B 的 元 素 必 也 不 属于 4。 因 此、 
如 果 XM， 显 然 亦 有 xX 和 名。 所 以 DM。 
例 1 菱形 的 全 体 是 四 边 形 集 的 一 个 子 集 。 
#2 ”多项式 全 体 P 是 连续 函数 全 体 C 的 一 个 于 
例 3 ЖИА={(х, y): x?+y?=-3, XER, 
yER} 是 空 集 。 
1.2 集合 的 基本 运算 
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A. 并 集 : ЖА, BHAR. ЖЕСЖН ВТ ЩТ À 
者 属于 B 的 元 素 组 成 ， 则 称 C 是 4、B 两 集 之 并 ( 见 图 2 ) ， 
记 作 

C=AUB 

例 4 ”菱形 集 了 与 矩形 集 尺 之 并 
是 至 少 有 两 个 对 称 轴 的 四 边 形 集 。 

15 设 4 是 24 的 因子 集 ， 刀 是 
36 的 因子 集 ， 则 

AU B= {1,2,3,:,6,8,9,12,18, 

24,36} 

由 此 可 知 图 2 


AUB= (x, x€ АхЄ В} C1) 
我 们 同样 可 以 定义 4U BUC， 等 等 。 
BZR: 若 集 C 是 由 所 有 既 属于 4 又 属于 妃 的 元 素 组 
成 ， 则 称 C 是 4、B 的 交 ( 见 图 3 ) ， 记 为 
C= АПВ 
例 6 ДУР +, ЖЕ Т 
集 二 与 矩形 子 集 尺 之 交 是 正方 形 集 。 
例 7 24 的 因子 集 4 与 36 的 因子 
集 B 之 交 是 集 
C= А{\В=11,2,3,4,6,12} = 
{x Xx 是 12 的 因子 } 
由 此 可 知 ， 图 3 
АПВ = (x, x€ AB<x6€ B) KEJ) 
我 们 同样 可 以 定义 4fBnC， 等 等 。 
C ZR: 设 4、B 为 任意 两 集 。 所 有 属于 4 而 不 属于 B 


3 


AUB 


欧元 案 所 成 之 集 ， 称 为 4 与 B 之 差 ( 见 图 4 )。 记 为 4\B。 
于 是 有 A Е в 
А\В= (x, xEABxEB} (3) ZON 
D. 补 集 : 设 4 是 E 的 一 个 子 集 。 A 
称 集 E\A4 为 4 关于 EE 的 补 集 ( 或 余 
集 )〔 见 图 5 ) HACA, RH, E 
是 某 个 基本 集 。 当 基本 集 不 讲 自明 时 ， 
也 可 以 把 Ce4 简 单 地 记 为 CA 或 4 o 
定理 1 设 4、8B 为 两 集 ， 则 有 
(AUB)'=A:NB: (4) 
CANB)'=A UB° (5) 
其 中 补 集 都 是 关于 某 个 基本 集 E 而 言 
的 。 
证 明 ”我 们 证 明 第 一 个 等 式 而 把 、 
第 二 个 等 式 的 证 明 留 给 读者 。 
设 <€ (AUB), FE x€ EN 


CAUB), A m x€ A, x€ B. W 图 5 
x€ ENA= А, хЄЕ\В = B°, BDx€ 4° 8°. 所 以 有 
(ANB) :EA‘NB: ‹+) 


反 过 来 ， 若 xE 4* 站 B*， 则 x€ 4* 且 x€B'， 
x 儿 4，x 攻 BB， 从 而 xEE\( AUB) = CAUB) °, Ж 


АЦВ) ‘24° NB" C.) 
H (* ) 与 (* * ERAR) 
1.5 集 的 积 


设 x，y 为 两 事物 。 称 事物 的 序列 (x，>y ) 为 偶 ， 其 中 
x 称 为 偶 的 第 一 元 素 ，y 称 为 偶 的 第 二 元 素 。 偶 与 元 素 


的 次 序 有 关 ， 它 并 不 等 于 含 两 个 元 素 x，?y 的 f 集 {z,y}。 一 
ЖШ, (х, у) + (у, х). 

RX, УЉА X08638 555 B Y BJ 元素 
2 所 成 偶 (x，y) 的 集合 称 为 集 X 和 了 的 积 集 , 并 记 为 XxXY。 
因此 有 

XxY={(x, y): XEX, yEY} 

例 8 ”我 们 可 以 定义 Rx R。 这 个 集 由 所 有 两 个 元 素 都 
是 实数 的 偶 组 成 。 为 了 使 这 个 概念 显得 更 直观 ,我们 可 以 
ЕА ЕЖ Сл, у) 与 平面 P 内 关于 坐标 系 有 
横 标 x 和 纵 标 > 的 点 相对 应 。 于 是 RxR 便 与 已 等 同 Fj Fé 的 
ян, ЕХЕ Са, 02 x [c,，d] 便 与 平 已 面 内 顶点 
ж ба, с), (а, d), (b, с), Cb, d) ИЖР ЖЖ 
等 同 ( 见 图 6 ) 

我 们 可 以 毫 无 困难 地 E 
ЖЛ ЖКХ, Xas e, Хой 
WX x X, x… x X. 3951, 
Xis X,= = Ха, EH 
EX xXx e X WAX 
例如 RxR=R:,RxRx- 
xR=R*， 等 等 。 通 常 还 把 
"x 六 "与 X"*" 视 为 等 同 。 

1.4 上 (下 ) 界 ,最 大 (小 ) 元 ,上 (下 ) 确 界 

以 下 都 假定 是 R 的 一 个 子 集 ，a 是 R 的 一 个 元 素 。 

A. 上 (下 ) 界 : 如 果 对 X 中 的 每 一 个 元 素 x， 恒 有 
ах), ПОЕ ХЮ ХЕ: 如 果 对 X 中 的 每 一 个 
ЖХ, Шах, Шаху КТ. 

9 R 的 子 集 X=[0，+co ) 没 有 上 界 ， 而 所 有 
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不 大 于 零 的 数 a 都 是 它 的 下 界 。 

如 果 集 了 存在 上 界 ， 则 说 站 轿 于 .上 或 上 有 界 ; M REX 
存在 下 界 ， 则 说 XX 圈 于 下 或 下 有 界 。 半 既 圈 于 上 又 圈 于 下， 
MAXAR. 

В. Ж (СЛ) ж: B BEX, 3 E. ЖХ AE) 
界 ， 便 称 " 是 工 的 最 大 (小 ) 元 。 记 作 o =maxX (相应 地 ， 
记 最 小 元 0 为 ninX у, 

我 们 知道 ，R 的 每 一 个 有 限 子 集 都 有 最 大 元 和 最 小 元 。 
但 对 于 无 限 集 就 不 一 定 有 此 性 质 了 。 例 如 集 {1 ,1/2，1/3， 
1/4，…，1/n,…} 没 有 最 小 元 ; 01,9, 3, = n, се} 
以 及 集 (0 ，1 ) 都 没有 最 大 元 。 

但 是 ， 如 果 一 个 集 有 最 大 (小 ) 元 ， 那 么 它 一 定 是 唯一 
的 。 事 实 上 ， 假 设 x 和 x 都 是 了 的 最 大 元 ， 按 定义 ， 它 们 都 
属于 与， 同时 又 都 是 环 的 上 界 。 故 有 

Xx/ 之 x BH x 之 x 
їх” = x。 对 于 最 小 元 的 情况 也 一 样 可 证 。 

显然 ， 有 限 集 的 最 大 元 一 定 也 是 此 集 的 最 小 上 界 ; 其 最 
小 元 一 定 也 是 此 集 的 最 大 下 界 。 但 是 ， 对 于 一 个 无 限 集 来 
说 ， 最 小 上 界 存 在 而 最 大 元 不 存在 ， 或 者 最 大 下 界 存 在 而 最 
小 元 不 存在 却 是 经 常 发 生 的 。 例 如 ， 集 = СО, 1) 就 没 
有 最 大 元 ， 尽 管 它 以 1 为 最 小 上 界 。 因 此 ， 我 们 还 有 必要 引 
入 最 小 上 界 与 最 大 下 界 这 两 个 非常 重要 的 概念 。 

C. 上 (下 ) 确 界 : ША ХЮ hE R E $a X 
的 上 确 界 ， 如 果 5 是 x 的 最 大 下 界 ， 便 称 b 是 x 的 下 ЙЛ, X 
的 上 、 下 确 界 分 别 记 为 

a=supX 5 b=infX 
如 同 证 明 最 大 、 最 小 元 的 唯一 性 一 样 ， 可 以 证 明 上 、 下 
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确 界 如 果 存 在 也 是 唯一 的 。 - 

从 上 述 定义 看 出 ， 如 果 a 是 外 的 最 大 (小 ) 元 , 那么 它 
便 是 XX 的 上 (下 ) 确 界 ， 如 果 o 是 X 的 上 (下 ) MR, WA 
它 便 是 六 的 一 个 止 (下 ) 界 。 但 反 过 来 的 关系 均 不 一 定 成 立 。 

为 使 X 有 上 (下 ) 确 界 ， 它 必须 畔 于 上 (下) 。 以 后 我 
们 会 看 到 ，R 的 任何 一 个 非 空间 于 上 的 子 集 都 有 上 确 界 ，R 
的 任何 一 个 非 空 间 于 下 的 子 集 都 有 下 确 界 。 这 个 性 质 是 极限 
论 的 基础 性 质 。 我 们 将 在 第 二 章 利用 实数 的 理论 对 它 作出 严 
格 的 证 明 。 

定理 2 ”为 使 "是 入 的 上 确 界 ， 必 需 而 且 只 需 下 列 两 个 
条 件 成 立 : 

1° 对 每 一 个 xE Х, хау 

2° 对 不 论 怎样 的 b, 只 要 b<a, {Н {р {ЕХЄ XI8x>b, 

证 明 1° 是 e 为 XX 的 上 界 之 充分 必要 条 件 ， 而 2" 是 说 ， 
凡 小 于 a 的 数 b 都 不 能 成 为 X 的 上 界 ， 反 之 亦 然 。 因 而 条 件 
1”，2° 便 是 a 为 最 小 上 界 ， 即 上 确 界 的 充分 必要 条 件 。 

对 于 下 确 界 也 有 类 似 的 定理 。 

当 X 不 圈 于 上 时 ， 我 们 约定 + co 为 其 上 确 界 ， 当 XX 不 M 
于 下 时 ， 我 们 约定 - co 为 其 下 确 界 。 这 样 约定 之 后 ，R 的 任 
河 一 个 非 空 子 集 便 都 有 有 限 或 无 限 的 上 、 下 确 界 了 。 


о 上映 й 


2.1 映射 的 概念 

定义 ”设立 、Y 为 两 集 。 如 果 吉 的 每 一 个 元 素 x， 按 照 法 
则 f 都 与 YY 内 唯一 确定 的 元 素 3 对 应 ， 则 称 这 个 法 ДХ Ју 
内 的 一 个 映射 。 记 作 


Ы s" 


f: xy 1—4 


图 7 

Т 设 教 室内 学 生 的 集合 为 六 ， 椅 子 的 集合 为 六。 每 
个 学 后 都 和 坐 着 的 椅子 相对 应 。 这 个 对 应 ( 坐 法 ) 确定 了 
JM 到 六 内 的 一 个 映射 。 

上 例 中 不 同 的 坐 法 确定 不 同 的 映射 。 这 里 不 要 求 椅子 数 
要 和 学 生 数 一 样 多 ， 也 不 要 求 每 张 椅子 都 有 学 生 坐 着 ， 还 允 
许 几 个 人 同 坐 一 张 椅子 ( 这 样 做 并 没有 违背 映射 的 定义 ， 见 
图 7 ) 。 但 不 允许 一 个 学 牛 对 应 〈 坐 ) 多 于 一 张 椅 子 。 因 为 
我 们 所 讨论 的 是 单 值 对 应 。 

例 2 设 Y={0,，1，2，3，…n，…}， 了 3={ 甲 ， 


乙 }， 对 应 关系 f: 
人 
1, 8, 5, 7, 202, 


这 是 入 到 B 内 的 一 个 映射 。 此 时 入 中 有 无 穷 多 个 元 素 都 与 8B 中 
同一 个 元 素 对 应 ， 但 没有 违反 M 中 每 一 个 元 素 在 B 中 都 有 唯 
一 确定 的 元 素 与 之 对 应 的 原则 。 

设 /是 一 个 映射 。 通 у= 7 Сх) 为 x 在 7 下 的 象 ? 
称 x 为 ?在 下 的 一 个 原 象 ( 注 Ж, WPJ FyCY, ë #f T Ж 
必 有 原 象 ， 即 使 有 ， 也 未 必 是 唯一 的 ， 见 例 1 ) ， gX Hf 
的 定义 集 。f《 * ) 的 全 体 记 为 1(X), 即 1(X)= 4f (x): 
XEX}。 一 般 而 言 ， 有 f (X SY. 
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当 半 ， 了 都 是 3 的 子 集 时 ， 映 射 便 成 为 我 们 熟知 的 实 K 
数 。 故 通常 也 把 “函数 ”作为 “了 喘 射 ” 的 同 义 语 。 

喘 射 的 图 形 : БЕХ ЈУ 内 的 映射 。 称 集 

G={(x, Í (x) )+t x€ Xh 
为 映射 /的 图 形 。 显 然 ， 它 是 Xx 了 的 一 个 子 集 ( 部 分 )， 
并 且 具 有 下 列 两 个 性 质 ， 
i) ХЕ 56 Х, ЖУСУ, (х,у) ЄС; 
П) ЖЄ ХИМ (х,у) 0х, у.) 属于 
G, WA y: T 

МЧЖ, WRX x 了 的 一 个 子 集 C 具 备 上 述 两 条 性质， 

那么 对 每 一 个 (x，y ) EC， 可 以 定义 对 应 关系 
f: x—y 

这 就 是 区 到 了 内 的 一 个 映射 。 因 此 我 们 完全 有 理由 把 映 
射 与 它 的 图 形 看 成 同一 回 事 ， 并 且 以 此 作为 映射 的 另 一 定 
X. 

定义 ” 称 积 集 六 x 了 的 一 个 部 分 4 为 六 到 了 内 的 映射 。 这 
里 A 为 由 这 样 的 序 偶 所 成 : XX 的 每 一 个 元 素 必 在 4 中 的 一 个 
而 县 仅 在 一 个 序 偶 中 作为 第 一 个 元 素 出 现 。 

这 个 定义 虽 不 及 映射 的 第 一 定义 那样 直观 ， 但 至 少 它 使 
我 们 避免 了 原 定义 中 关于 “法 则 ”这 个 多 少 有 点 模糊 的 概 
念 。 

2.2 映射 的 例子 

1) 设 X、 了 都 是 实 ( 复 ) ATÆ. WAUA) 值 
消 数 可 以 由 代数 规则 或 者 由 “超越 ”方法 给 出 。 例 如 


х ——>8х°+х 


x —sin zx 


+ 
x> E x" /nl 
бет 


等 等 。 甚 至 还 可 以 由 不 能 写成 表达 式 的 形式 给 出 。 例 如 著名 
的 Dirich let Kr 
1 ，x 为 有 理 数 


роо fo， x 为 无 理 数 
显然 这 种 表示 法 已 把 * 与 变量 DCx 7 之 间 的 对 应 完全 确 
定 。 所 以 和 前 面 几 种 熟知 的 映射 表示 法 是 一 样 完美 无 缺 的 。 
ii ) ”螺旋 线 的 参数 表示 是 


x =a cos t 
y=asint (0<1<2 x) 
z=ct 


它 可 以 看 成 是 [ 0 2л) 到 Rs 内 的 一 个 映射 : 
F: t— (x, у, 2) 
这 种 映射 称 为 实 变量 的 向 量 值 函 数 〈 见 图 8 ) 。 
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Hi) 球面 坐标 变换 


x=r sin0 соѕф 0<0< х 
"e ец, 要 
y=r sin0 sing (Cgc) 
z=r cos 0 
可 以 看 成 是 9 一 0 一 9 平面 上 的 矩形 域 (0 , x)x(0,2 x) 


到 Rs 内 的 映射 

F; (0, Ф) (х, у, 2) 
它 把 上 述 矩 形 域 上 的 点 ( 6 ，F ) 一 对 一 地 映射 到 Rs 内 一 个 
以 r 为 半径 ， 中 心 在 原点 的 球面 上 。 


iv) 设 
/1101a\ 
A=! Q21…02n | 
“| 
` Omi Onn / 
是 一 个 已 知 的 mx nE. ER HAXH 
x ` 
у A 
х=! 于 | 
үе | 
Va / 
记 R" 的 点 Y 为 /> 
| Уг 
Y=| ` 
| $ 
` Ya) 
wi хү (911 Gia) /Xi1 N 
| xa | | 92. Oza х. | 
T; Н | ыркы | е | : | 
x, / \аш1 Gas \ x j 


ERIR руйу Bh. 1ай 

Y=T(X) 

V) 更 一 般 地 ， 设 DD 是 R" 的 一 个 子 焦 ， 闪 = (ла, 

Хз, се, Xa) 是 刀 的 任意 一 点 。 假 设 按照 某 个 殉 定 的 法 则 
F， 使 它 与 R* 内 某 一 点 Y= C yis Yes s Va) 相对 应 。 
这 个 对 应 法 则 确定 了 DD 到 R* 内 的 一 个 ШИЙ Ү=Е(СХ), Ж 
为 也 到 R* 内 的 向 量 值 函数 。 所 以 一 元 实务 数 ， 多 元 实 函 数 以 
Kii), iii), iv) 的 函数 都 可 以 看 成 是 向 量 值 函数 的 特 
殊 情 况 。 
у, мау т а ЫХ (xi,x:,…，xs。) 有 
实效 ， 所 以 每 一 个 y! 都 可 以 看 成 是 D 到 Ri 的 函数 。 于 
可 以 表示 成 


у= ја (ху Хау % Xa) 


уз=ј: (Xis Xss °° Xa) CA) 
Уа=/а( Xis Xss s Xa) } 
对 应 法 则 ( 4 ) 与 对 应 法 则 Y=F(X ) 是 等 价 的 。 然 而 后 
者 在 书写 上 却 要 简洁 得 多 。 
向量 值 函数 在 本 教程 中 占有 很 重要 的 地 位 。 
vi) 记 [o，b] 上 的 连续 函数 全 体 为 Cl уь, 
f(x) 为 Ca,b】 上 的 任意 一 个 元 素 ， 而 g (x) 为 Ct,,4 3 的 
一 个 已 知 元 素 ， 则 


b 
f= f f(x) dx 
5 š 
y == j f (x)g(x)dx 


都 确定 了 Ci АИ BR iS Ж C 抽象 集 AMA 


ЖЕЛЕК WAS BB W Sk ZRNO 。 
vii) ЖК (s, 1) ЖЕ EO <s, t<1 上 的 一 个 


已 知 连续 函数 。 若 x (1) ЄС, W 
«к f К (s, 1)x(1)dt 


是 Cie ,1 到 Cr ,1 内 的 一 个 映射 或 算 子 〈 抽象 集合 到 抽象 
集合 内 的 映射 通常 称 为 算 子 ) 。 
2.5 映射 的 复合 
设 有 两 个 映射 
f: X -一 > 了 和 g, V— Z 
下 面 我 们 定义 一 个 匀 到 Z 内 的 映射 , 它 由 f 与 g 结 合 而 成 。 
设 x 为 六 的 任意 一 个 元 素 ，y 是 x 在 f 下 的 象 ， 所 以 yEY 。 由 
法 则 9，y 又 Z 与 内 某 个 元 素 z 对 应 。 故 
z=g(y)=g(/(x)) =1(х) 


定义 映射 
t; xz 
称 此 关 到 Z 内 的 映射 为 f 与 g 的 复合 ( 先 f 后 9), 记 为 g。/。 故 有 
FEAN y 人 
—<— 


-ff ~ 人 ~ 


例 、 设 局 为 平面 点 的 全 体 ，DD1 与 人 :是 平面 上 的 两 条 3: 
交 直 线 。 对 每 一 个 SEP, 存 在 着 经 过 S 且 与 DD 平行 的 一 条 直 
线 刀 与 之 对 应 : 
f: S— D 
f 是 一 个 映射 ， 其 定义 集 是 平面 点 的 全 体 P， Hf CP YH - 
切 与 DD 平行 的 直线 ( 即 P 的 某 种 子 集 ) 所 组 成 。 
ЖТА СРУ 的 直线 必 与 DD, 相 交 。 令 
g: D—>5’= DN D, И, 
g 便 是 与 刀 , 平 行 的 直线 集 Z 
ТОР) 到 D; 内 的 映射 。 © ——- 
g。f 便 是 P 到 DD 内 的 映射 ， 
其 几何 意义 是 : 对 每 一 个 
SE 忆 ， 按 万 ,方向 作 它 在 D: 9 
上 的 投影 ( 见 图 10 》， 这 个 «2 
投影 便 是 S 在 g。f 下 的 象 。 ‘a 
复合 映射 的 概念 可 作 如 a jo 
下 推广 。 设 
Íi: Xi >X: 
fa: X.—>X, 


fa Х.Х, 
均 为 映射 ， 则 可 以 定义 复合 映射 
Jo 人 
一 般 而 言 ，f。g 关 g。f, 但 有 (f。g)。h=f。(g。h)。 
设 f 是 六 到 其 自身 内 的 一 个 映射 。 我 们 分 别 把 f。f， 
РЈ, За Р ето 


2.4 单 射 、 满 射 、 双 射 

设 f 是 到 了 内 的 映射 。 

1° 如 果 六 的 两 个 不 同 元 素 ， 在 Y 内 恒 有 不 同 的 R W 
称 f 是 单 ( 内) 射 。 此 即 说 ， 

f(x1) =f (x) =>xi=x, 
记号 “一 > ”表示 “蕴涵 ”， 即 如 果 左 边 的 断言 成 立 必 导 致 
右边 的 晰 言 成 立 。 

如 果 仍 以 例 1 中 学 生 集 邓 和 椅子 集 Y 的 对 应 了 为 例 ， 那 
么 假设 7 是 单 射 ， 就 意味 着 不 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 学 生 同 
坐 一 张 椅 子 。 所 以 对 单 射 来 说 ,f《 六 ) 的 每 一 个 元 素 都 只 有 
唯一 的 原 象 。 

2° 如 果 Y 的 每 一 个 元 素 都 是 立 内 至 少 一 个 元 素 在 f 下 
的 象 ， 则 称 此 种 映射 为 满 (全 ) 射 。 此 时 亦 称 是 X 到 Y 上 
的 映射 。 

当 例 1 的 映射 是 满 射 时 ， 意 味 着 每 张 椅子 上 都 至 少 有 一 
个 学 后坐 着 。 所 以 对 满 射 来 说 ， 必 有 f (X) =Y. 

3” 如 果 f 既 是 单 射 又 是 满 射 ， 则 称 f 是 双 射 (或 全 单 
射 ) 。 

对 双 射 来 说 ， 允 的 每 一 个 元 素 x 都 有 唯一 的 YEY 与 之 
对 应 ， 反 之 ， 对 于 每 一 个 yxEY， 在 和 内 亦 有 而 且 只 有 一 个 
原 象 。 所 以 与 六 内 的 元 素 之 间 的 对 应 关系 是 双方 一 对 一 的 

图 11 表 示 四 种 映射 的 对 应 关系 是 。 

一 个 处 到 头 的 双 射 叫做 儿 的 一 个 置换 。 例 如 平面 上 点 的 
平移 、 旋 转 ， 位 似 等 变换 都 是 平面 的 一 种 置换 。 


2.5 ЙА} 


< Aj) 内 的 映射 AJY IN 000 0] 


h) 


—— 


ХЈУ LAJA 53, з X JY 的 双 时 


假设 / ，X -一 >Y 是 双 射 ，> 是 了 的 任意 一 今 元 素 。 由 
于 f 是 满 射 ,所 以 在 X 内 至 少 存在 一 个 元 素 x 满 足 y= fO) 
又 由 于 f 是 单 射 ,所 以 这 个 元 素 是 唯一 的 ,于 是 每 一 个 YEY 都 
有 唯一 确定 的 x*E 与 之 对 应 并 使 y =f〈 x) 。 这 个 对 应 关 
系 构成 了 了 到 不 上 的 一 个 映射 ， 称 为 了 的 道 映射 并 记 为 17! 或 
x=f Cy). ВЖ, 
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ае Е 
f Cf'(y))=y 
我 们 称 X 到 其 自身 内 的 
映射 
x—x 
为 六 的 一 个 恒 等 映 射 C ЖИН 
等 变换 ) ， 并 记 为 idx。 Ж 
当 / 为 到 射 时 由 《 1) 便 有 


f'ef=idx 及 fef '=idy 

定理 3 Bf: XX 一 > 了 及 g: 了 一 >X 是 两 个 映射 ,并 
且 满 足 g。f=idx， 则 f 是 单 射 ，g 是 满 射 。 

证 明 

i) 车 f(x,)=f Cx) WE 

x= (g° f) Cx) =g(f(x=,))=g(/(x,)) 
=(g° f) (x, ) = x; 
由 定义 /是 单 射 。 

ii) 若 g9( 了 ) 关 大 ， 则 存 Ex € XdBx,# g(Y ) 。 
设 fxo)=yoEr， 故 9(y。)=9(CfCxo))=xoEg( 了 )。 
这 就 产生 了 矛盾 。 因 而 必 有 g(Y ) =X, Воі. 

定理 4 BAHS: X 一 > 了 与 9: Y 一 >X 满 足 

g°f =idx, f° g=idy, 
则 /与 9 均 为 双 射 ， 并 且 它 们 互 为 道 映射 ， 即 有 
=g’ k g=f`' 

证 明 ”由 定理 8，f 为 单 射 ,g 为 满 射 ， 以 及 g 为 单 射 ，f 
为 满 射 。 从 而 f 和 g 均 为 双 射 ， 另 一 方面 由 f(g(y)) = y 
表明 ，g(y) =! (y) 对 任何 yEY 成 立 , 所 以 g= 广 :。 
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ИЖ, 由 g(f《(x) ) =- х6 8, 对 任何 xEX， f(x) 
=g !'(x)。 所 以 f=g !。 
推论 Rf: XY AR М, M LÆNA, FE 
cf) 1= f, 
证 明 因为 1 是 双 射 ， 所 以 f"! 存 在 ， 并且 
f'e f=idx, f°f i=idr 
把 广 ' 视 为 定理 中 的 9， 则 9 不 仅 是 双 射 而 且 
f=g"!= ç y 
2.6 直接 象 与 原 象 
Bf: X 一 > 了 是 映射 ,在 2.1 中 我 们 定义 过 象 集 f (XX)。 
现在 假设 4 是 XX 的 一 个 部 分 ， 我 们 一 样 可 以 定义 集 
f(A)={f (x): x€ А} 
并 称 f( 4 ) 为 4 在 f 下 的 直 x 
接 象 ， 或 简单 地 说 成 是 4 在 A 
了 下 的 象 ( 图 13 ) 。 | |; 


КАЖ, ЖВЕҮ 的 一 


l 
个 部 分 ， 称 集 ' | 
{x: f Cx) ЄВ} E | 
为 B 在 f 下 的 原 象 , 记 为 <А) 
f (В) (4114), BER 13 


含 一 个 元 素 b 的 集 时 ， 就 用 
куж fT! C (by) ° 
Шу C (by) 即 为 2.1 中 
所 说 的 6 的 原 象 。 

我 们 必须 特别 强调 ， 这 
BHI "并 不 表示 逆 映 射 。 、 
因为 一 般 而 言 ， 此 时 ft Ж 

18 


必 具 有 映射 的 意义 。 但 如 果 f 是 双 射 ,由 2.5, 这 时 逆 映 射 便 存 
E. TERSA (B) 将 会 出 现 两 种 不 同 的 含义 : 它 既 可 
VARBERGS FHAR 象 1 ,又 可 以 看 成 B 在 f 下 的 原 
象 1。 但 我 们 不 难 证 明 此 时 两 者 是 相同 的 。 

事实 上 ， 若 xET。 此 时 x 便 是 某 个 y 在 f 下 的 原 象 ， 即 
存在 YE B， у=] (х). НРАВА, 

i 

В Е Р, ДЄ, МСУ. 

反 过 来 , Я#хЄГ, Н ЖУСУ "UE J — 
个 直接 象 ， 即 存在 yEB 使 zx= 7) (у), H FIERA, 
故 有 

f 
x—y 

МУТ, MALEI ТИСТ, 

综合 上 述 讨论 便 有 1 =I. 

设 f 是 X 到 Y 内 的 任意 一 个 映射 ,而 4、B 分 别 是 X、 了 的 
子 集 。 一 般 地 ， 有 如 下 的 关系 

fF В) СВ, Ff (АЎ ЭА 

这 是 两 个 非常 重要 的 包含 关系 ( 参考 图 13 和 图 14 ) ， 只 有 在 
一 定 条 件 下 才能 有 相等 关系 ( 见 本 章 习 题 8、9 ) 。 


83 等 价 关 系 
尽管 我 们 事先 并 没有 对 集合 给 定 它 的 结构 ， 但 我 们 却 可 
以 在 它 的 元 素 之 间 引 入 一 些 关 系 。 
3.1 二 元 关系 
设 E 是 集 。 称 与 的 元 素 序 偶 (x，y ) 有 关 的 一 个 性 质 
19 


了 为 内 的 一 个 二 元 关系 ， 或 简称 关系 。 

例 1 设 Z 是 有 理 整 数 集 , 其中“ 元素 x 能 被 元 素 y 整 除 ” 
是 2 内 的 一 个 关系 。 

12 ” 设 忆 是 平面 点 的 全 体 。 在 平面 上 给 EHR, T 
是 “点 4 和 点 83 在 ! 上 有 胡同 的 直 投影 ”是 已 内 的 一 个 关系 。 

例 5 “实数 x 与 实数 y 之 差 是 正 数 ” 是 R 内 的 一 个 关系 。 

一 般 而 言 ， 设 多 是 事先 给 定 的 与 中 的 元 素 序 偶 (a，b ) 
有 关 的 一 个 命题 。 此 命题 对 有 些 元 素 序 偶 可 以 成 立 ， 而 对 另 
一 些 元素 序 偶 可 以 不 成 立 。 如 果 对 有 序 偶 (a，b ) MAAR 
立 ， 则 谓 “o 与 b 有 关系 多 ”， 并 记 为 30 ， 和 否则 便 谓 没 有 关 
系 。 所 以 从 更 一 般 观 点 来 看 ， 我 们 可 以 把 积 ЖЕ x E 到 P 内 
的 一 个 映射 看 成 是 内 的 一 个 二 元 关 系 ， 其 中 卫 只 含 两 个 元 
素 ， 即 “ 真 ” 与 “ 假 ”。 当 (ab ) 一 > 真 时 便 说 “a 与 ?有 
关系 ”。 

既然 关系 与 序 偶 有 关 , 所 以 我 们 并 不 能 从 a 绝 b 推 出 ba， 
БИШ, RE =R, AIMA «а-о. y Bra B. 
仅 当 a 过 5， 显然 不 可 能 同时 有 4 多 a。 

3.2 等 价 关系 

设 多 是 巨 内 的 一 个 关系 。 我 们 要 问 乡 是 否 可 以 具有 如 下 
Ж: 

i) х#х (HEH)? 

ii) x2y=>y2#x СӘ? 

ii) х#уҢу#г==>х®г (传递 性 ) ? 
显然 ,并 不 是 每 一 个 上 上 的 关系 都 具有 上 述 三 种 性 质 的 。 例 如 
实数 集中 “严格 大 于 ”的 关系 就 无 自 反 性 与 对 称 性 。 又 如 在 
由 全 体 平面 直线 所 成 的 集 D 中 ，“ 直 线 I 与 直线 1 垂直 ”的 
关系 昌 有 对 称 性 但 无 自 反 性 和 传递 性 。 
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为 了 方便 以 后 对 集合 元 素 进 行 分 类 ， 我 们 需要 引 入 
“等 价 关 系 ” 这 一 概念 。 
定义 “五 内 的 关系 光 如 果 满 足下 面 三 个 性 质 便 REER 
的 一 个 等 价 关系 : 
i) V<x€EF— <x2<x ( 自 反 性 )， 
ii) Vx€EE, VyC€E, x2y=> y2x (HRE), 
iii) Vx,y,z€ Е,х#уҢу:#г => xz (传递 性 ) 。 
由 此 可 见 ，3.1 中 的 例 1 与 例 3 所 述 的 关系 不 是 等 价 关 
系 ， 而 例 2 所 述 的 关系 则 是 等 价 关 系 。 下 面 是 儿 个 等 价 关系 
的 例子 ， 
#14 R 内 的 关系 “实数 x 与 y 之 差 是 有 理 数 ”是 一 等 
价 关 系 。 
15 设 E 是 平面 上 三 角形 全 体 所 成 之 集 ， 关系 “三 角 
形 0 与 三 角形 b 全 等 ”是 E 的 一 个 等 价 关系 。 
He 设 N={10，1，2，…} 为 自然 数 集 。 记 
D={(a, b): a, b€) 
EN 的 一 切 序 偶 所 成 之 集 。 设 (m， n) 55 (m, n) 00 
内 任意 两 个 元 素 ， 多 是 万 内 的 这 样 一 个 关系 ， 
(m, п) Hm n’) <2>т+п =m +n 
容易 验证 多 是 万 内 的 一 个 等 价 关 系 。 
QE: (m, n) 2 (т n’) 可 以 看 成 是 有 理 整 % E 
Z 的 关系 式 m 一 n=m’ -n'a ) 
т 设 Z 是 有 理 整数 集 。 设 
E={(p, 4): p, 4Ez 且 0 天 of 
是 Z 内 一 切 序 偶 (但 第 二 元 素 不 为 零 ) 所 成 之 集 。 设 (p,q ) 
与 (p’,g') 是 EE 内 任意 两 个 元 素 , 多 是 已 内 的 这 样 一 个 关系 ， 
(р, q) RCP» g) < рд =р'а 
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容易 验证 2 是 已 内 的 一 个 等 价 关系 。 
Ci; (2, 4) p, g’) 可 以 看 成 是 有 理 数 集 Q 内 


当 多 是 等 价 关 系 时 习惯 上 ЖЕ Бх уху 

3.3 等 价 类 

等 价 关系 在 这 里 的 一 个 重要 应 用 是 借助 它 对 集合 进行 分 
类 。 

设 交 是 集 E 的 一 个 等 价 关系 。 若 x*EE， 则 由 一 切 满 足 
x~~y 的 那 种 y 所 成 之 集 ， 便 称 为 x 关于 多 的 一 个 等 价 类 ， 
并 记 为 Cx。 显 然 ，Cz 是 上 的 一 个 子 集 。 属 于 Cz 的 每 一 个 元 
素 都 叫做 C: 的 一 个 代表 元 素 。 

018 设 P 是 平面 点 的 全 体 ， 即 

Р={ (х, y): хЄК, y€R) 
р = (ху, у)» = (хоз у) 是 已 内 任意 两 个 元 素 。 
如 果 x1 x= 0， 我 们 便 说 Pp1 与 p: 有 关系 多 。 

容易 验证 ， 包 是 已 上 的 一 个 等 价 关 系 。 并 且 ， 若 b= 
《xo， Yo), ЖАС, ЖИ ШЧ Схо, уо) 且 与 * 
轴 垂 直 的 直线 。 反 之 ,任何 与 x 轴 垂直 的 同一 条 直线 上 的 点 ， 
它们 彼此 都 有 关系 多 ， 并 且 构 成 己 的 一 个 等 价 类 。 

ERS 设 乡 是 集 正 内 的 一 个 等 价 关 R, С.Ж 示 x 关 于 
2 的 等 价 类 。 则 x 一 >， 当 且 仅 当 Cx=Cy。 

证 明 假定 x~y. 

对 任意 2E Cs， 有 ~z. 于 是 由 等 价 关系 的 传递 性 ， 又 
有 x~~z2， 从 而 zEC:， 即 有 CySC:。 9—7 181, н 等 价 关 
系 的 对 称 性 ， 亦 有 ?一 x. 故 按 刚 才 证 明 ACEC. 

由 此 证 明 C = C,. 
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反 过 来 ， 假 定 Cx = Cy。 
由 于 x~x， 所 以 x€ECx， 从 而 xE€C,， 即 y~x， 由 对 
称 性 得 x*~ 一 >。 定理 证 毕 。 
因为 类 C ,与 类 C 要 么 重合 ， 要 么 不 相交 ， 所 以 有 
推论 x 与 y 没 有 关系 名， 当 且 仅 当 Cx ПС, = 0. 
现在 我 们 看 到 ， 既 然 上 中 的 每 一 个 元 素 x 都 属 于 某 一 类 
， 并 且 不 同 的 类 是 不 会 相交 的 ， 所 以 有 
Е= 0С, 
亦 即 等 价 关 系 多 实现 了 ЧЕ 
的 一 个 分 划 ( 图 15) 。 
例 9 在 有 理 整 数 集 Z 
中 定义 关系 多 为 : 
<Yv< >x-y 是 偶数 。 ° 
易 证 这 是 Z 上 的 一 个 等 价 关 
系 ， 它 将 Z 分 划 成 两 个 等 价 图 15 
KC Ca HPC 为 所 有 奇数 所 成 ，C :为 所 有 偶数 所 成 。 
3.4 商 集 
的 关于 等 价 关系 多 的 所 有 等 价 类 构成 一 个 新 的 集 ， 称 
为 EE 关于 乡 的 商 集 ， 并 记 成 E/ 多 。 
例 10 对 于 例 9 中 的 等 价 关 Ж#,Е/# и B 4 63 
C&C, С, = { 一 切 奇数 } С. = { 一 切 偶数 } 。 
例 11 对 于 例 8 中 的 等 价 关系 多 ，P/2 有 无 穷 多 个 元 
素 ， 它 们 与 实数 集 罗 具有 一 一 对 应 关系 ， 即 对 每 个 实数 x， 
可 令 它 与 P/ 光 中 的 一 个 元 素 
Cre={ (x, у): -оо<у< +оо} 
相对 应 。 
012 由 于 例 6 中 的 等 价 关系 多 , 刀 / 多 的 元 素 今后 将 被 - 
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定义 为 有 理 整 数 。 我 们 暂 不 解释 这 样 定义 的 合 理性， 但 容 
易 看 出 ， 刀 /多 的 元 素 与 有 理 整数 有 着 一 一 对 应 [р Ж Ж. ЇЇ 
如 ， 有 理 整 数 3 可 与 刀 / 罗 的 元 素 {…，(4 ,1)，(5，2 ) 
RUS, ARER- 2 可 与 忆 / 多 的 元 素 {…， 0，2)， 
(1，3 )…} 钼 对应， 等 等 。 

з 由 于 例 7 中 的 等 价 关 系 %,EE/ 当 的 元 素 今 后 将 被 
定义 为 有 理 数 。 我 们 暂 不 解释 这 样 定义 的 合理 性 ， 但 容易 看 
出 ， 巨 / 吕 的 元 素 与 有 理 数 有 着 一 一 对 应 的 关系 。 例 如 , {ГЕН 
数 2/ 3 可 与 瓦 /多 中 的 元 素 {… (2，3)，(4，6)，…} 
相对 应 ， 有 理 数 一 2 可 与 巨 /多 中 的 元 素 {…，(- 2, 1), 
C- 4s 2), e } 入 对 应 ， 如 此 等 等 。 

商 集 是 现代 数学 的 一 个 强 有 力 的 武器 。 它 在 下 面 实数 构 
造 理论 中 起 着 极其 重要 的 作用 。 

3.5 序 关系 

定义 ” 设 六 是 集 。 针 内 的 一 个 二 元 关系 ( 记 为 < ) 称 为 
一 个 序 关系 ， 如 果 

1° 对 每 一 个 XE X, #fix<<x; 

2° HAERES T Ro yo 2. MRY E< 
2, MWAx<SZ; 

3° 对 六 内 的 任意 两 个 元 素 x，>，, 如 Жх<уҢу<у, 
则 有 x = y. 

如 果 卫 内 存在 上 述 的 关系 全 ， 则 说 XX 是 一 个 由 关系 所 
确定 的 有 序 集 。 关 系 x<y 也 可 以 写成 > 之 x. 车 * < y Ez = 
y， 则 记 成 x 过 y 或 者 y 二 x。 

例 

1° ЖХ =R, 通常 的 不 等 关系 x 三 y 就 是 一 个 序 关系 ， 

2° 设 XX 是 集 4 的 所 有 部 分 组 成 的 集 。 半 内 元 素 间 的 包 
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含 关 系 x 三 y 是 一 个 序 关系 。 

3° 取 X={1，2，3，…}。 关 系 “? 是 x 的 倍数 ” 
是 飞 内 的 一 个 序 关系 。 

定义 WARA. 区 内 两 个 元 素 * 和 y 被 说 成 是 可 
ше, ШТУ усх, 如 果 任何 两 个 元 素 总 
是 可 比较 的 ， 则 说 X 是 全 序 集 。 

前 述 三 个 例子 中 ， 只 有 第 一 个 例子 中 的 序 才 是 全 序 ， 而 
其 它 两 个 集合 的 序 痢 不 是 全 序 。 


мая Җ 


上 一 节 我 们 讨论 了 集合 内 元 素 之 间 的 二 元 关系 ， 特 别 是 
等 价 关 系 ， 它 使 我 们 得 以 把 一 个 集 按 等 价 关系 分 解 成 若干 个 
等 价 类 之 并 。 这 一 节 ， 我 们 要 研究 两 个 集合 4 与 4 之 间 的 一 
种 对 应 关系 同 构 的 概念 在 近世 代数 中 是 一 个 十 分 
重要 的 基本 概念 。 

定义 ” 设 集 4 内 定义 了 代数 运算 。， 集 4 内 定义 了 代数 
ШЙ, ФАА Еу, ШАФА 

Ф (asb) =b (а) = Ф(Ь) 
ФАРКИ о. о жй, BARALA ВАВ, 4 
这 种 映射 存在 时 ， 便 说 4 与 4 关于 运算 。，。 同 构 。 

ит Ж A=(11, 2, 3), Д= (H, Z, N). 

并 设 。 与 。 分 别 为 4 与 4 上 的 代数 运算 ， 其 规则 为 


oji 2 8 онай 
1.88 8 甲 | 丙 ДЕД 
21з8 8 LIRAK 
3:8 33 丙 | 丙 丙 丙 
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并 令 9 是 4 得 4 上 的 映射 ， 其 对 应 法 则 为 
Ф, 1f, 2 —Z, 3 一 > 丙 
则 @ 关 于 运算 。、。 来 说 是 4 到 4 上 的 同 构 映射 。 或 者 说 ， 
集 4 与 4 关于 运算 +。 、。 同 构 。 
例 2 ” 设 Q 是 有 理 数 集 ， 其 上 定义 的 运算 是 普通 的 加 法 
“+»”。 人 D, 和 四 , 是 Q 到 其 自身 上 的 映射 。 它 们 的 对 应 法 则 
Ж: 
Ф,; хх 
Ф,; x -x 
容易 验证 ， 这 两 个 映射 关于 加 法 均 为 Q 到 Q 上 的 同 构 映射 
( 即 自 辐 构 映射 ) 。 
如 果 4、ZA 关 于 运算 。、。 来 说 存在 一 个 同 构 映 射 ， 那 
么 容易 验证 ， 如 果 。 满 足 结合 律 ， 则 。 一 定 也 满足 结 合 tt, 
反之 亦 然 ， 如 果 。 满 足 交换 律 ， 则 。 一 定 也 满足 交换 律 ， 
反之 亦 然 。 
更 有 进 者 ， 若 A 上 定义 了 两 种 运算 。 和 多 ， 气 上 也 定义 
了 两 种 运算 。 和 古 ， 并 且 映 射 5 不 仅 对 运算 。、。 来 说 是 
A 到 了 上 的 一 个 同 构 ， 而 且 对 运算 四、 古来 说 也 是 4 到 4 上 
的 一 个 同 构 ， 那 么 如 果 。， 介 满足 А Н, Д, ш 
定 满足 分 配 律 。 
由 此 可 知 ,如 果 A 与 4 关于 运算 。、。 同 构 , 那 么 凡是 一 
种 完全 可 以 用 运算 。 计 算得 出 的 性 质 必然 也 反 映 在 4 上 , 反 
之 亦 然 因 此 ,就 运算 。 对 4, 运 算 。 对 4 所 产生 的 结果 来 看 ， 
A 与 4 并 无 本 质 的 差别 ， 所 以 完全 有 理由 把 它们 视 为 等 同 。 
例如 例 1 中 的 1 与 甲 ，2 与 乙 ， 以 及 3 与 两 ， 除 了 表示 Ж 
式 与 称呼 的 不 同 之 外 ， 从 代数 的 观点 出 发 ， 它 们 完 全 没 有 
什么 不 同 。 | 
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H3 ЖОШИЯ РЗ. BJ 812 所 述 。 我 
们 可 以 把 集 Z = D/ 绝 的 元 素 定义 为 整数 。 理 由 如 下 : 

Bz» z:-:RFÆZ=D/2, 并 且 假 设 (mi， ni) №21 
的 一 个 代表 元 素 ，(m。，n,) 是 z: 的 一 个 代表 元 素 。 令 
Сту + то ni +m: ) 所 属 的 等 价 类 zs 为 21 与 z; 之 和， 并 记 
为 >s = zi+ zz。 不 难 证 明 如 此 定义 的 加 法 与 代表 元 素 的 选 
REA. 

RIDETU X (түт; + ninss түп, + man, ) 所属 的 
等 价 类 为 y1 与 :之 积 ,并 记 此 等 价 类 为 y,*y:。 一 样 不 难 证 
明 ， 这 个 运算 C 或 称 为 乘法 ) 与 代表 元 素 的 选取 无 关 。 

п, ПЖ № 到 Z 内 的 映射 2 , 

O: n CEN) (п) = (n, O) 所属 的 类 读 
者 可 以 证 明 Ф N ADCN) (CZ ) 的 一 个 同 构 映射 ( 关 
于 加 法 和 乘法 ) 。 所 以 完全 有 理由 把 @ см) 看 成 是 自然 数 
集 ， 而 把 Z 看 成 是 N 的 一 个 扩张 ， 即 整数 集 。 这 就 是 由 自然 
数 集 出 发 构造 整数 集 的 一 个 严谨 过 程 。 

例 4 集 已 与 关系 多 如 上 节 例 13 ,我 们 可 以 把 集 Q = E/2 
的 元 素 定义 为 有 理 数 。 其 理由 是 : 

Wa EQ， 并 设 (p，g ) 为 a 的 一 个 代表 元 素 з 
RBE Е (т s) 为 B 的 一 个 代表 元 素 。 在 2 内 定义 
加 法 + 与 乘法 ， 如 下 : 

定义 a+B 为 (ps+pr，4s) 所 属 的 等 价 类 ， 定义 
Q，B 为 (pr，gs) 所 属 的 等 价 类 。 一 样 可 以 证 明 ， 这 两 种 运 
算 均 与 代表 元 素 的 选取 无 关 。 

考察 2 到 Q 内 映射 由 ， 

j: aC EZ) №) Ca) = (a，1 ) 所 属 的 类 ， 
可 以 证 明 ， 吊 是 Z 到 了 (2) (Q) 上 的 一 个 同 构 映 射 。 
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既然 Z 与 Q 的 一 个 子 $E (27) 同 构 ， 我 们 就 完全 有 理由 把 
与 整数 m 相 对 永 的 小 ( m ) 看 成 是 m， 并 同样 称 之 为 是 整数 
m《 如 果 有 些 读者 对 此 不 习惯 的 话 ， 不 妨 RY Cm) 为 有理 
整数 m， 并 记 作 元 聊 以 与 m 入 区 别 》， 而 把 集中 (Z ) 与 Z 看 
成 一 样 ， 并 同样 称 之 为 整数 集 Z。 这 样 一 来 ，Q( 称 之 为 有 
理 数 集 ) 便 成 为 Z 的 一 个 扩张 了 。 我 们 就 是 通过 这 样 的 方法 
在 整数 集 的 基础 上 构造 有 理 数 的 。 


85 可 数 集 与 不 可 数 集 


5.1 , 集 的 势 

在 集合 论 中 ， 我 们 经 党 要 比较 两 个 集合 所 含 元 素 的 多 
少 。 如 果 它 们 是 有 限 集 ， 我 们 只 要 将 它们 的 元 素 分 别 数 一 下 
就 可 以 判定 识 多 识 少 。 但 如 果 是 两 个 无 限 集 ， 用 数 元 素 的 办 
法 显然 行 不 通 。 然 而 我 们 不 难 发 现 ， 一 个 集 的 元 素 ， 如 果 数 
的 结果 是 某 个 自然 数 n， 那 么 这 个 集合 实际 上 与 自然 数 的 T 
集 {1，2，… п} 存在 着 双方 一 对 一 的 对 应 关系 。 数 的 
过 程 无 非 是 在 作 具 体 的 对 应 而 已 。 因 此 ， 集 4 与 集 B 之 间 如 
果 存 在 着 一 个 双 射 小 ， 那 么 非常 自然 地 可 以 认为 它们 含有 一 
样 多 的 元 素 。 为 此 ， 我 们 有 

定义 ”车 集 4 与 B 之 间 存 在 着 双方 一 对 一 的 对 应 关系 ， 
则 称 4 与 B 有 相同 的 势 ， 并 记 为 4~B( 读 4 与 B 对 等 ) 。 

一 个 集 4 的 势 记 为 4。 当 A 为 有 限 集 时 ,我 们 定义 4 = A 
的 元 素数 %。 这 样 一 来 ， 集 合 的 “ 势 ” 便 是 有 限 集 的 “元 素 
个 数 ” 的 一 种 自然 的 推广 。 

5.2 可 数 集 与 不 可 数 集 

自然 数 集 N 是 一 个 很 重要 的 无 限 集 。 许 多 集合 往往 要 与 
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它 进 行 比 较 。 

定义 ”如果 集 4 与 自然 集 N 对 等 , 则 称 .4 为 可 数 ( 可 列 > 
集 。 可 涩 售 的 势 记 为 江 。( 读 成 阿 列 夫 零 ) 。 

显然 ， 焦 -了 为 可 区 的 充分 而 必要 条 件 是 可 以 将 4 中 所 有 有 
元 素 一 个 不 涯 地 排 成 一 个 无 穷 序列 

ау» G29 @зэ ‘°°%9 Gay “°°9 

其 中 尺 关 n 轩 gm 关 4s。。 每 一 个 元 素 下 的 足 标 反映 了 与 4 的 一 
种 对 应 关系 : Ф: n—— Q (n) =as。 这 里 的 9 是 N 到 4 的 


一 个 双 射 。 
有 限 集 与 可 涩 集 统 称 为 至 多 可 数 集 。 
定理 6 每 一 个 无 限 集 必 含 有 一 个 可 数 子 集 。 


证 明 АУБ, Еа, CA WAREM Ж, tk 
Ada) 亦 为 无 限 集 ， 故 可 取 as EA {а}, ЖА\{а,, 
4s 上 也 是 无 限 集 ， 从 而 又 可 取 a3 СА\ {а а: }。 无限 地 
进行 这 个 过 程 ， 就 入 到 4 的 一 个 可 数 于 集 { 01，02，…， 
ау) 

定理 6 ОН, WARI АО S — HERR А Ж 
的 最 小 者 。 

定理 7 ”和 蒜 多 可 数 个 可 数 集 的 并 仍然 是 可 数 集 。 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 有 可 数 个 可 数 集 , 它 们 是 : 

Ais Ua а, аз, <] 
A= (atl, ар, а? е} 


з= {a P, а», аз», +} 


我 们 可 以 将 S = Ü 4 的 元 素 给 以 如 下 的 排列 


S= (a), а, ар, а» а а» 
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D om 
a а, се} 


然后 依次 除去 重复 元 素 ， 即 知 S 的 元 素 可 以 一 一 编号 而 
与 自然 数 集 N 一 一 对 应 ， 从 而 有 百 = 38, 

推论 有 理 数 全 体 9 是 可 数 的 。 

证 明 记 4。= { 0 } ,对 每 一 个 正 整 数 + (之 1), 记 
A=11, ®, —®,—} .这 些 集合 每 一 个 都 是 可 


ж. зонди, ве Ол. отт, Ат = BU 4。 为 可 数 。 


5.5 区 间 [( 0，1 1 的 不 可 数 性 
无 限 集 不 一 定 是 可 数 集 。 例 如 [ 0 , 1 ] 即 为 不 可 数 集 。 
定理 8 区间 [ 0 ，1 ]) 为 不 可 数 集 。 
证 明 为 了 使 十 进 小 数 有 唯一 的 表示 形式 ， 我 们 约定 ， 
对 每 一 个 非 零 有 限 小 数 都 写成 循环 小 数 。 例 如 把 0.23 改 写 
为 0.22999…。 
现在 我 们 采用 反 证 法 。 假 设 [ 0，1 ] 为 可 数 ， 它 的 元 
素 便 可 无 一 遗漏 地 排 成 一 个 序列 : 
COs 1)= [qi qos s даз т} 
其 中 gq; = 0 .a ‘ja'… 为 上 面 约 定 的 互 不 相同 且 属 于 (0， 
1 ) 的 十 进 小 数 。 今 构造 十 进 小 数 
X=0.p1p2ps Рат" 
其 中 pi 可 任意 地 选取 ， 只 要 使 P, 关 a а-го 并 使 x 是 一 
个 无 限 小 数 。 为 了 确定 起 见 ， 我 们 不 妨 令 
1, #00791 
һ-{ 2, Фа = 1 
于 是 ， 显 然 有 
1° x€ (0, 120; 
2° x#q. (=1，2，…)。 
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这 便 与 (0，1] = {gis 92» s qas …} 的 假定 相 矛 
盾 ! 故 ( 0, 1202Ж. 

由 于 R= (一 co，+co) 可 与 (0，1 ) 成 一 一 对 应 
( 这 个 对 应 如 何 构 作 请 读者 考虑 ) ， 所 以 实数 全 体 R 也 是 一 
个 不 可 数 集 。 实 数 集 R 的 势 记 为 C 读 作 阿 列 夫 ) o 


56 量词 及 例 


61 #19 

设 X 是 集 。 P 是 与 六 的 元 素 有 关 的 一 个 性 质 。 我 们 把 “六 
内 存在 元 素 x 具 有 性 质 P” 这 一 断言 记 为 (3x )P; 而 把 
“和 内 每 一 个 元 素 x 都 具有 性 质 P” 这 一 断言 记 为 (Vx)P。 
符号 习 和 YY 称 为 量词 或 限定 记号 。 

设 4 为 信 内 具有 性 质 P 的 那些 元 素 x 所 成 之 集 。 显 然 有 

1° (ax) P， 当 且 仅 当 4 关 多 。 因 之 ， 

aE C ax) P) < ( 42@ ) @@' A= @ 
<> (Vx) (ЧЕР) C 1) 
2° (Vx) P, 5BR8234= X, Hè 
EVOP 30А = X) >C, z @ 
<=> (3x) GEP) (2) 

数学 中 展会 磁 到 一 些 断 言 ， 它 们 可 以 看 成 是 某 些 量词 的 
复合 。 因 之 借助 规则 ( 1 ) 和 ( 2 ә 便 能 对 这 些 断 言 的 否定 
作 机 械 的 运算 。 

6.2 例 

1 。 设 /是 单 实 变量 的 实 函 数 。 断 言 “7 在 xo 连 续 ” 按 
定义 意 谓 ， 

Ve>0, 3620, Vx (€O(x,, 6))—> 
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Jf (x) -f (x, ) |< ë 
其 中 记号 OC(x。，6 ) 表示 xo 的 一 个 8 邻 域 。 这 个 断 
言 可 分 解 为 若干 个 断言 的 复合 。 首 先 ， 它 表示 
(Ve )P, 
HPP, 是 性 质 “ 习 8 >0, Vx ССО (х, 0 ))=> 
If ex) -f(xo) | 之 e”。 而 Pi 又 可 以 表示 为 
CADP: 
ФРЕЕ E “Yx EO, d)) = |f- f(x.) | 
<e” ОДК |£ (x) - (хо) |< e H J LAR 
РЕР, WAP: MA 
(€ Vx) P, 
PEDA “fis DER” НӘ 
非 (Ye)P=(3as ) (EP,)=(Āe)XVò) 
EP:)=(3e) (Vò) (Ях) «ЕР, ) 
BL CEP) 即 为 1f (x) -f(xo) l>e. # f (x) 在 
xi 不 连续 即 为 
“HETE е >0， 对 任何 的 5 >0， 都 存在 属于 DO(xu, 5 ) 
的 *， 使 | f(x) —f Сх) [>e йу” o 
2° /全 一 六 在 区 间 7T 上 一 致 连续 ， 意 味 着 : 
“V e> Ч8]>0, Vx, xa (|z, -х:|]<ӧ > 
=> |f (x) -f (х) |< e?” 
所 以 7 在 7 上 不 一 致 连续 即 为 
“3e>0 Vo>0, Дх,, x, (lxi-xl<a) 
=> |f (x, ) -f (x:) je” 
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1. 设 集 S= (x) х, се, Xa) 有 nn 个 元 素 ,计算 它 
的 子 集 个 数 。 = 
2. 区、 了 、2 为 三 集 。 下 列 结论 正确 否 ? 
a, XUY=XUZ, у= Z, 
4, ХПУ= ХП2, may = 2, 

з. X. Y. 292%. 证明 
(XNY)xZ= (Хх2) П (Ух2), 
CXUY)xZ=(XxZ)UCYxZ). 

4。 证 明 集 合 的 并 与 交 满足 交换 律 、 结 合 律 与 分 配 律 。 

5. ЖА, В. CHERA 

a. A\(BUC)= САВ) П CAC), 

b, A\(BNC)= CAB) UCAC). 
6. 在 R 内 引入 法 则 

aVb=sup(a, Ь) 5 añb=inf (а, b), 
验证 

a. CaVb)Ve=aV Ve), 

b. (аль) Ac=aA (bAc)> > 

с, (aVb)Ac= (aAc)A (Лс) > 

d, CaAb)Ve= (аус) Л (Ус) „ 
т. itas ER， 证明 下 列 各 等 式 

а, ѕир(а, b) —inf (a, b) =|а—-&Ь|› 

b. sup(a, b) +inf (а, b) =a+b, 

с, sup(a, b) =+ (а+Ь+|а-Ь|), 

d. inf(a,b) =+} Ca+b-la-b]); 
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е, Sup( -а, —Ь) =-inf (a, b), 
f. inf(—a, -6) =—sup(a, b), 

8. f: X>Y Aikio IARA, ШАРУА 4 
部 分 Z， 有 f《f 02) ) =Z。 但 若 f 不 是 满 射 ， 则 一 般 地 
ЖАС cZ GZ 

9. f: XX 一 了 为 映射 。 若 f 为 单 射 ， 则 对 六 的 每 一 个 
部 分 Z， 有 /1《(f(Z))=Z。 但 若 f 不 是 单 射 ， 则 一 般 地 
AF (C/ (Z) 222, 

10, f: ХәҮ#ө: 了 一 Z 是 两 映射。 设 1=g。/， 
ж Јох žk, МАЕ: 若 f 和 9 是 满 射 ， 则 1 是 i 射 ， 
PIRH, WAYAH, gR- RAŽ ЖААР, W 
9 是 注射 ， 但 /不 一 定 是 满 射 。 

11, 构造 Ca， 22500,1) (0,1) 与 (-%， 
+co) 以 及 [0，1] 与 (0，1 ) 之 间 的 一 一 对 应 。 

12. 设 外 、 世 为 两 个 各 含有 1 个 元 素 的 有 限 k, / X 
到 Y 内 的 一 个 映射 则 下 述 条 件 彼此 等 价 : 

i) f 是 单 射 ， 

ii ) 是 满 射 3 

iii) faie 

13, tf: 巨 一 > 玉 为 映射 ， 妃 与 妃 为 严 的 部 分 ， 则 有 

F СВПВ') =f В) ПУ! СВ’), 
Г ВОВ, ) =}: СВ) UFB’), 
f СЕ\В )=E\f (В) 


ЖА, А'АЕ# ЗХ, ЮЖ 
f(AUA’)=f(A4) Uf’ cA), 
САПА ОСКА) ПРСА), 
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并 且 可 以 有 f CANBAZ (A)Nf CA Y. 
и, ҖЕ, FAR RËS. fı E—E' fg: E' 一 > 
万 是 这 样 的 两 个 递减 映射 ， 它 们 对 每 一 个 XEE 和 每 一 个 
x €E, 有 
g(f(x) )2< a f ( g(x' ) ) 2х 


/°д°]= 及 д°]°д=9 
15, 试 各 举 一 例 : „5° 
а, 有 上 确 界 而 无 下 确 界 的 数 集 ; 化” e 
b. 既 含 上 确 界 又 含 下 确 界 的 数 集 : — 
с. 有 最 大 元 而 无 最 小 元 的 数 集 。 
16。 设 义 为 集 。Y 为 的 一 切 部 分 所 成 之 集 , f: X 
一 > 了 为 映射 ， 玉 为 下 中 满足 xf(xX) 的 那些 x 所 成 之 
集 。 证 明天 /不 可 能 是 下 的 菜 个 元 素 在 f 下 的 象 。 即 不 存在 
和 EN， 使 ki 了 >X/。 由 此 推出 不 存在 下 到 Y 上 的 映射 。 

17。 设 忆 为 集 ，A 为 的 一 个 部 分 。 设 函 数 J4 在 4 上 等 
于 1 ,在 从 A 上 等 于 霖 。 我 们 称 fh 是 4 的 特征 隙 数 。 证 明 : 
fana=fa* fu, faun= f t ўв f, * fo, 

few=1-fh 
18。 设 马 是 NN 的 有 限 子 集 所 成 之 集 。 定 义 忆 到 NN 内 的 函 
数 J 如 下 : 
ICA) =Ex Ef(G)=0, 


а. RA={0, 1, 2,0, n), RH HSCA) 
b. 证 明 f 是 满 射 ， 
с. 证 明 / 不 是 单 射 ， 
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9, Hf 14(13)), 
19, 设 集 4= (4, Б, c}, 其 上 定义 代数 运算 如 下。 


找 出 所 有 4 到 4 的 双 射 。 对 于 代数 运算 。 来 说 它们 哪 洼 是 
同 构 映射 ， 哪 些 不 是 ? 

20。 证 明 单调 阵 数 的 不 连续 点 至 多 可 数 。 

21。 一 个 实数 称 为 是 代数 数 ， 如 果 它 是 菜 个 代数 D A 
JCY)=0 的 根 ,， 其 中 (xx)=ao+ax+…+aarn ЖР 
有 整 系数 的 多 项 式 。 证 明 所 有 整 系数 多 项 式 是 可 数 的 ， 并 由 
此 推出 代数 数 的 全 体 是 可 数 的 。 

22. 用 量词 表达 下 列 断言 : 

{х РАЖ 

{ xs} 非 无 穷 大 量 ， 

。 { xs } 不 收效 3 

{ xs } 不 存在 收 站 的 子 列 。 


° о To 
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第 二 章 ”实数 的 构造 以 及 
有 关 实 数 的 定理 


“$1 实数 的 构造 
1.1 建立 实数 理论 的 必要 性 


实数 理论 是 数学 分 析 的 逻辑 基础 。 为 使 数 笠 分 析 的 全 部 
理论 令 信 信服， 必须 要 有 一 个 严谨 而 完备 的 结构 。 虽 


， 但 它 的 演绎 体系 完全 建立 在 直观 的 基础 上 。 很 多 数 

ЕЕ; 实数 理论 缺乏 足够 的 认识 ， 所 以 产生 了 论证 的 错 
Ù ( 如 Bolzano 关 于 连续 函数 零点 存在 定理 的 证 明 〉， 或 者 
无 法 证 明 自己 提出 的 结论 (如 Cauchy 不 能 证 明 他 自己 提出 
的 必 伍 准则 的 充分 性 ) 。 

分 析 汐 逐渐 严密 化 ， 才 促使 有 些 有 章 见 的 数学 家 去 整理 
和 研究 实数 的 结构 。 

要 建立 实数 的 严谨 理论 ， 最 困难 的 当然 是 无 理 数 的 定 
义 。Cauchy 虽 然 为 分 析 的 严密 化 作出 了 重大 的 贡献 ， 但 
他 在 阑 述 无 理 数 的 概念 时 ， 却 出 现 了 逻辑 上 的 错误 。 按 
Cauchy 的 说 法 ， 无 理 数 可 以 看 成 是 一 个 有 理 数 列 的 极限 。 
但 是 ， 序 列 {xo} 存 在 极限 ， 这 又 是 什么 呢 ? 按 Cauch y H E 
的 定义 是 “车 存在 数 4, 当 * 趋 向 无 穷 时 ， 有 |x。 一 4 一 0”。 
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显然 ， 如 果 4 是 无 理 数 ， 它 应 该 是 未 曾 定义 的 。 这 就 产 生 了 
概念 的 自身 循环 。 但 很 奇怪 ， 这 个 明显 的 逻辑 上 的 错误 ， 居 
然 在 很 长 一 段 时 间 内 未 曾 被 数学 家 们 所 发 现 。 

后 来 Cantor 发 现 ,， 有 理 数 域内 的 收敛 序列 ,必然 是 
Cauchy 序 列 ， 然 而 一 个 有 理 数 的 Cauchy 序 列 ， 却 未 必 收 
敛 到 某 个 有 理 数 ， 这 是 由 于 有 理 数 有 “空隙 ” 的 缘故 。 所 以 
Cantor 就 用 Cauchy 序 列 的 等 价 类 来 宝 义 实数 。 他 所 遵循 
的 ， 是 将 一 个 不 完备 的 体 ，“ 嵌 ”到 另 一 个 完备 的 体 中 ， 以 
实现 完备 化 的 思想 。 这 与 我 们 在 上 一 章 S 4 中 例 3， 例 4 介绍 
的 如 何 从 N 出 发 构造 ， 以 及 从 出 发 构造 Q 的 思想 同 出 一 
源 。 这 个 方法 ， 在 近代 数学 研究 完备 化 方面 ， 有 着 普遍 的 意 
义 。 

1.2 Cauchy 序列 和 等 价 的 Cauchy 序 列 

1° 实数 构造 的 原则 

通常 ， 一 个 实数 可 以 看 成 是 十 进 有 限 小 数列 的 一 个 极 
限 。 但 在 分 析 中 ， 很 多 实数 ， 例 如 、 等 等 ， 并 非 作为 十 
进 小 数 的 极限 ， 而 是 作为 有 理 数列 的 极限 而 定义 。 这 就 启 2 
我 们 能 否 把 一 个 “收敛 ”的 有 理 数 列 定义 为 一 个 实数 呢 ? 如 
果 这 是 可 行 的 话 ， 那 么 很 自然 ， 两 个 收敛 到 同一 极限 的 有 理 
数列 ， 应 该 认为 是 定义 了 同一 个 实数 。 换 句 话说 ， 把 具有 有 
限 极限 的 有 理 数列 的 全 体 记 为 E， 把 内 两 个 元 素 具有 相 同 
极限 者 视 为 等 同 的 关系 叫做 纪 ， 而 把 /级 中 的 一 个 元 素 ( 注 
意 ， 已 /多 的 元 素 是 已 内 关于 多 的 等 价 类 ) 定 义 为 一 个 实数 ， 
看 来 是 合乎 情理 的 。 当 然 在 定义 实数 的 整个 过 程 中 ， 我 们 只 
能 利用 有 理 数 及 其 已 知性 质 ， 而 不 能 包含 实际 上 假设 了 实数 
存在 的 任何 东西 。 

一 个 有 理 数 列 (ri，rz，…，ra，… ) ， 何 时 可 以 说 趋 
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向 一 个 有 限 极限 呢 ? 直观 地 看 ， 是 对 充分 大 的 nm， 所 有 的 ra 
彼此 都 很 接近 。 或 者 说 ， 对 充分 大 的 m 和 m，ra-ra 的 绝对 
值 非常 地 小 。 说 得 更 确切 一 些 ， 就 是 对 任意 给 定 的 有 理 数 8 
> 0， 不 论 它 怎 样 小 ， 自 某 个 NN 之 后 的 所 有 mAn, WAR 
ERS ra- ral< E 成立。 

两 个 有 理 数 列 Cri， з, 7), Ст о, "ЭД 
可 以 说 趋向 同一 个 极限 呢 ? 直观 地 看 ， 是 对 充分 大 的 nx ， 所 
有 的 rs。 和 rs。 都 很 接近 。 或 者 说 ， 对 充分 大 的 n ，rs。 一 ra 的 
绝对 值 可 以 非常 小 。 说 得 更 确切 一 些 ， 就 是 对 任意 给 定 的 有 
理 数 e > 0 ,不论 它 怎 样 小 ， 自 某 个 NN 之 后 的 所 有 n, A 
PER Ira r | 之 8 成立 。 

以 上 是 我 们 定义 EE 和 实数 的 原则 。 仅 需 注 意 ， 的 选取 
必须 在 有 理 数 的 范围 内 。 因 为 除了 有 理 数 之 外 ， 我 们 别 无 所 
知 。 一 般 地 ， 我 们 可 以 在 1/10，1/100，1/1000，… 之 中 选 
Hee, 

2° 等 价 的 Cauchy 序列 

定义 设 Cri,，r:，…， га, t) 是 有 理 数 域 Q 的 一 个 
元 素 序列 。 如 果 任 给 Q 中 的 一 个 元 素 。 > 0 ， 恒 存在 正 整 数 
N, 使 

m, n2N => lra -rs |< 
WRZ Cris ros s rs，…) 是 Q 的 一 个 Cauchy 序 列 。 

记 Q 内 的 Cauchy 序 列 全 体 为 EE。 

定义 iW (ri rs J) Са, тә”, +) ЖЕҢ ТЯ 
个 元 素 。 如 果 任 给 Q 中 的 一 个 元 素 s>> 0 ， 恒 存在 正 整 数 N ， 
Ы n>N => |н. - т. |< e 
则 称 这 两 个 序列 是 等 价 的 。 
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若 妃 中 两 个 元 素 是 等 价 的 ， 便 称 它们 有 有 关系。 显然 这 种 
关系 是 自 反 的 和 对 称 的 。 我 们 还 要 证 明 它 是 传递 的 ， 从 而 证 
肯 它 是 一 种 等 价 关系 。 

事实 上 ， 设 {ro}，frs 个 ，{ra 是 的 三 个 元 素 。 其 中 
{ro} 和 ra 个 等 价 ，{ra 个 和 {ra 等 价 。 设 2 之 0 为 事先 给 
出 的 任意 一 个 有 更 数 ， 于 是 存在 正 吝 数 NN 与 V , W 

n>N => ira га [< е /2 

n>N’ => |та! —ra”]< e /2 
故 n>max{N, N'}=>lra =r"! <E /2+ e /2= e 
因此 序列 {rs} 与 {ra 少 等 价 。 这 就 证 明了 关系 是 传递 的 。 

3° 实数 的 定义 

记 上 述 的 这 种 等 价 关 系 为 多 ， 车 {ro} 和 {rs 人 } 等 价 4 
а н р), 

Е/ =В, FENTE СВЕ, ЖЖ 
Q 内 的 某 个 等 价 类 ) 为 实数 。 

为 了 使 读 者 信和 用 确实 可 以 看 成 是 有 理 数 域 Q 的 
一 个 扩张 ， 我 们 必须 完成 如 下 两 件 可 ， 

i) 我 们 要 在 & 内 定义 加 法 与 磁 法 ， 使 它 具 有 普通 加 法 
与 普通 乘法 的 性 质 ; 

iD 存在 R 的 一 个 真子 集 6 ， 它 关于 上 述 运算 与 Q 同 
构 。 

1.3 实数 的 加 法 

定义 了 实数 之 后 ， 接 下 来 我 们 要 在 它 的 内 部 引入 两 种 运 
算 一 一 加 法 和 乘法 。 这 里 先 定义 加 法 。 为 此 引入 两 个 引 理 。 

1° 有 关 两 个 Cauchy 序 列 和 的 性 质 

引 理 1 设 {r,}，{so} 为 B 的 两 个 元 素 ， 则 {r+ ss} 也 
的 是 一 个 元 素 。 
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证 明 设 s>0 为 任意 给 定 的 有 理 数 ， 则 存在 整数 N :， 
М, Ш 
т, n>N => |ra—r+ |< e /2 
т, n2N => |5 -ss |< 8 /2 
于 是 
т, n>max{N ,, N,1— 
| CratSa) — (rats) |< e /2+ 8 /2= 8 
这 说 明 {r* + sn} 也 是 一 个 Q 中 的 Cauchy 序 列 ， 因 而 是 E 的 
一 个 元 素 。 
引 理 2 Ж {л} {з«}л—{з5^}› Wira + s.l — 
Arn’ + sy 
证 明 车 > 0 为 任意 给 定 的 有 理 数 , 则 存在 正 整 数 N， 
УМ,, 使 
n>N i=> r. —-ra'|< е /2 
n>N == |s. -so |< E /2 
于 是 
п>2тах{№,, N,}—> 
| (rnt+sn) -Cra +s )|< e /2+ e /2= ë 
2° 实数 的 加 法 
以 引 理 1 和 引 理 2 为 基础 ， 我 们 能 够 定义 实数 的 加 法 。 
Вх. VAR 的 任意 两 个 元 素 ， 并 设 {xw} 是 x 在 三 内 
的 一 个 代表 元 ，{y"} 是 у 在 EE 内 的 一 个 代表 元 。 于 是 { x" + 
wn} 是 的 一 个 元 素 C 引 理 1 )， 并 且 它 在 EE 内 的 类， 只 与 
ху 有 关 ( 引 理 2 ) 。 我 们 称 xs + y.) 所 属 的 类 为 x 与 
> 之 和 ， 并 记 为 x+ y, 
3° R 关 于 加 法 是 一 个 可 换 群 。 
一 个 定义 了 运算 。 的 集 4， 如 果 它 关于 这 个 运算 是 可 结 
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合 的 ， 并 且 存 在 一 个 中 间 元 素 e ， 使 对 4 内 每 一 个 元 素 x, 
成 立 x。e=e。x=x， 此 外 ， 如 果 对 4 的 每 一 个 元 素 x， 
ЖОЖ х, 使 *。x-'=x !。x=e， 则 称 4 是 一 
个 群 。 如果 一 个 群 是 可 交换 的 , 则 称 此 群 为 可 换 群 或 Abel 群 。 

我 们 可 以 验证 R 关 于 加 法 构成 一 个 交换 群 。 

Ж > 是 R 的 另 一 个 元 素 ， 并 设 {z*} 是 > 在 已 内 的 一 个 
代表 元 。 于 是 序列 {Cxw+ys)-zn+ 所 属 的 类 便 是 (x 
+у)+2, 序列 {xs+( yr+2n)} 所 属 的 类 便 是 x+ (y+ 
2)。 而 (xnt+yn)+2zn=Xnt+ 《yn+2zn)， 所 以 

(x+y)+z=x+ (y+2) 
因 之 ， 实 数 关于 加 法 是 可 结合 的 。 辐 样 可 知 ， 实 数 关 于 加 法 
还 是 可 交换 的 。 所 以 有 理 数 所 具有 的 这 两 个 性 质 ， 实 数 也 一 
样 具有 。 

把 (0，0，0，…，0，… ) 所 属 的 类 ， 记 为 0， 显 然 对 
每 一 个 实数 x ， 都 有 等 式 x+ 0 = 0 +x=x 成 立 。 所 以 0 
是 R 关 于 加 法 的 一 个 中 间 元 素 。 它 与 有 理 数 域 中 的 和 零 元 0 有 
相同 的 性 质 。 我 们 不 妨 也 称 之 为 R 的 零 元 ， 并 且 由 于 即将 看 
到 的 理由 ， 我 们 甚至 还 可 以 把 它 记 为 0 。 

我 们 把 {x*} 所 属 的 类 与 {- x.) 所 属 的 类 ， 彼 此 称 为 R 
内 互 反 的 两 个 元 素 。 如 果 把 前 者 记 为 x, 后 者 便 记 为 C x), 
显然 有 x+ ( —x) = 0, 

由 上 可 知 ，R 关 于 加 法 构成 一 个 可 换 群 。 

1.4 实数 的 乘法 

1° 有 关 两 个 Cauchy 序 列 积 的 性 质 

引 理 3 车 {rn} EE， 则 rs 有 界 。 即 存在 有 理 数 4>>0，、 
使 对 一 切 x*， 都 有 |rs | 三 4 成 立 。 

证 明 е = 1， 则 存在 正 整 数 N， 使 
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n>N => |r.-rs|< 1 
令 
A=maxí|lril, Iral, “s Пея, Irnl+ 1} 
于 是 对 一 切 np， 有 
Ir.|<4A 
引 理 4 {г}, (sa) 为 已 的 任意 两 个 元 素 ， 则 
{rw。s*} 也 是 已 的 一 个 元 素 。 
证 明 设 e > 0 为 任意 给 定 的 有 理 数 ， 则 存在 有 理 数 A 
>0 与 B>0， 使 对 一 切 *:， 有 
|r.|<A M 15. 1<3 
其 次 ， 存 在 正 整数 N MN: E 


Е 
т, n>N, |а" ре 
Е 


т, n>N: = | з 58 I<š Кк 


А 
于 是 
m, n>max{N1, N} => 
|газа габа | = |та Сва Sn) + (ra 一 rn)sn| 
1 € 1 . u . = 
< prt s g B те 


引 理 5 车 (r.)—(ra Y, {зе} (say, W dresa} ~ 
{таза } 
证 明 设 s > 0 为 任意 给 定 的 有 理 数 ， 则 存在 有 理 数 
A>0, B>0, ， 使 对 一 切 x， 有 
Ira <A 和 15.7 <B 
另 一 方面 ， 存 在 着 正 整数 Ni，N:， 使 
n>N, => КЕЧЕ “Br 
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n>N: lss I< 57 
于 是 f 
n2max(N 1, N} => 
[каза —ra sa” | = |а Сва 597) + Cra — ra”) esa] 
1 £ 1 e , 
Аааа pr. 
= 2 


2° 实数 的 乘法 

假定 x，y 是 R 的 任意 两 个 元 素 ，{xw} 是 x 在 已 内 的 
一 个 代表 元 ，{y"} 是 y 在 内 的 一 个 代表 元 。 于 是 {xy} 
是 天 的 一 个 元 素 〈 引 理 4 ) ， 并 且 它 在 BE 内 的 类 ， 只 与 x 和 和 
xy HD. ШЕЮ x, y 的 代表 元 选取 无 关 ( 引 理 5 ) 。 我 们 称 
{xr。wn} 所 属 的 类 为 x 与 之 积 ， 并 记 为 xX。y。 

3” R 是 域 

一 个 集合 ， 如 果 其 内 定义 了 两 种 代数 运算 〈 习惯 上 以 加 
法 和 乘法 称呼 之 ) ， 并 且 它 关于 加 法 成 可 换 群 ， 关 于 乘法 是 
可 结合 的 ， 而 乘法 关于 加 法 又 是 可 分 配 的 ， 便 称 .4 为 环 。 如 
果 寺 是 一 个 交换 环 ( 即 对 乘法 也 是 可 交换 的 环 )，0 是 4 关于 
加 法 的 中 间 元 素 〈 零 元 ) ， 并 且 AN 0 } 对 于 乘法 成 一 群 ， 
则 称 4 为 域 ( 或 体 ) 。 

我 们 可 以 验证 R 关于 加 法 和 乘法 不 仅 是 一 个 交换 环 ， 而 
且 是 一 个 域 。 

我 们 把 (1，1，…，,1,… ) 所 属 的 类 记 为 1。 显 然 ， 对 
每 一 个 实数 x ， 都 成 立 等 式 x。I=1。x=x， 这 个 1 可 
以 看 成 是 R 关于 乘法 的 中 间 元 素 〈 称 为 单位 元 素 ) ， 它 与 有 
理 数 域 中 的 单位 元 1 有 相同 的 性 质 。 今 后 无 论 在 写法 上 或 者 
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在 称呼 上 ， 我 们 都 把 了 与 1 不 加 区 别 。 

现在 我 们 首先 可 以 验证 ，K 是 以 1 为 单位 元 素 的 交换 
环 。 事 实 上 ， 象 对 加 法 所 作 的 推理 一 样 ， 可 知 如 此 定义 的 乘 
法 是 可 结合 、 可 交换 的 ， 并 且 关 于 加 法 为 可 分 配 的 。 也 就 是 
说 ， 实 数 R 是 一 个 具有 单位 元 素 的 交换 环 ， 它 保持 了 有 理 数 
乘法 的 特性 。 

为 了 验证 R 是 一 个 域 ， 我 们 先 证 明 

引 理 6 设 x 是 R 的 一 个 非 零 元 素 ， 则 存在 有 理 数 oÍ > 
0 及 x 的 一 个 代表 元 {x"}， 使 对 每 一 个 *, 或 者 恒 有 a 二 
xn，。 或 者 恒 有 一 0 xao 

证 明 设 {s，} 是 x 的 任意 一 个 代表 元 。 因 为 x<0， 所 
以 序列 {sn} 与 序列 C0，0，…，0，… ) 不 等 价 。 故 

1) 存在 有 理 数 ee> 0 ， 使 对 任何 一 个 正 整 数 W， 恒 有 
КЕМ п Е, WEls ~- 01 = 15.122 

ii) 由 于 {fs*} 是 Cauchy 序 列 ， 所 以 对 上 述 g。， 存在 
ERP, tE 

т, n>P=> |зь- s. <eo/2 

Hi), EE pP), 使 lss | 之 6。, 我 们 不 妨 假 定 
55 访 Eo。， 因 为 对 sp。 一 8。 的 情况 一 样 可 以 讨论 。 于 是 由 
11), 

m>P= |5. -ss |<eo/2 

5325р [sa 5 |>Eo - 6/2 = 0/2 
著 取 eo/2= а, 并且 当 ) <Р}, Фх» = c, /2= аз эңп>Р 
时 ， 令 zo =з», Mx. АС АО З, Н НЕ 
+n, Ef <.2>e /2= а, 

定理 1 RE, 

证 明 ”由 于 前 面 已 经 证 明 R 是 交换 环 ， 再 由 引 理 6 ， 所 
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以 只 需 证 明 1 #0, ， 以 及 对 每 一 个 R 的 非 零 元 素 均 可 逆 。 
然而 ， 等 式 1 = 0 是 极为 显然 的 。 因 为 序列 (1, 1, 
.. 1, … ) 和 序列 (0， 0, =, 0, … ) 不 等 价 。 
设 x 为 R 的 一 个 非 零 元 素 。 我 们 证 明 x 有 着。 由 引 Ж 
6 ， 存 在 有 理 数 a > 0 及 x 的 一 个 代表 元 {x"n}, 使 对 每 一 
Мп, |х. [2а 037. БЕШЕ x EE, В жер 
0 ， 于 是 存在 正 整 数 W， 使 


m, n>N => | Xm- X| <E a? 
于 是 
m, n2N=> | xit- x| = 一 2 一 
ЕЕ 
ea? 
gi =€ 


所 以 {x ЄЕ, {хур 所 属 的 类 yR х, 6 
Мх e y=yex=l, х, ERER, 

1.5 实数 域 是 有 理 数 域 的 扩张 

对 每 一 个 rEQ， 称 序列 {r，r，…，r，…} 为 常 驻 序 
列 。 显 然 ， 它 是 一 个 Cauchy 序 列 。 设 中 (r) 是 它 所 属 的 
等 价 类 。 这 是 一 个 实数 。 于 是 中 便 是 Q 到 R 内 的 一 个 映射 。 
直接 可 以 验证 ，$ 是 Q 到 9 ( Q ) (СК) 上 关于 加 法 与 乘 
法 的 一 个 同 构 映射 。 这 个 映射 ， 将 Q 的 零 元 映射 为 R 的 零 
元 ; ЖО 的 单位 元 ， 映 射 为 R 的 单位 元 。 所 以 我 们 完全 有 理 
由 ， 把 每 一 个 有 理 数 + {ЕК 内 的 象 P (r) 与 r 视 为 等 同 ， 
并 且 于 脆 把 它 记 成 r+ 。 这 样 做 ， 对 于 初学 者 来 说 ， 可 能 会 显 
得 不 习惯 。 如 果 是 这 样 ， 我 们 不 妨 把 (r，r，…，r，…) 
ВТФ Сг) 暂时 记 为 7 ， 并 相应 地 称 之 为 有 理 实数 。 

1.6 实数 的 比较 

1° ER 记 R* 是 R 的 这 样 一 个 子 集 : 它 的 每 一 个 元 
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素 ， 都 有 一 个 非 负 Cauchy 序 列 为 其 代表 元 。 

由 此 立即 可 得 

性 质 1 若 x ЄК", yER+, 则 (x+y) ER'H x» у 
ЄВ", 

性 质 2 ЖКП (C-Rt) = {0}, ЖЕН, # x € R* 
H-xER*, х= 0。 

事实 上 ， 若 x ER*， 则 存在 一 个 非 负 Cauchy 序 列 为 其 
代表 元 。 设 这 个 代表 元 为 {r*}。 于 是 对 每 一 个 ， 都 有 rn > 
0 ， 同 理 ，( 一 x ) 有 一 个 代表 元 { s*}， 其 中 对 每 一 个 ， 
都 有 5s 之 0 ， 从 而 { re} 一 {- So}， 于 是 对 任意 给 定 的 有 理 
ке 0, FEEN, W 

n >N =>|rn- ( —-s.) |< ë 
特别 ， 
n>N =r: <€ 
Bedra} CO, 0, +, 0, +), Щй, х= 0 。 

ЖЗ #R+UC-Ft)=R, RHN, #х ЄК, 
那么 或 者 x ER-， 或 者 -xER+。 

事实 上 ， 当 x = 0 时， 结论 是 显然 的 ; 车 x 0, С 
可 由 引 理 6 得 出 。 

2° R 内 的 序 关 系 Bx, y 都 是 实数 。 若 -xxER+， 
我 们 就 记 成 x < уў ух, х, УДЗ, ЭХЕ 
有 理 数 之 间 的 不 等 关系 。 

HEX, ЖЖ х20 УухЄК' ЕХ, 

R 内 的 关系 x 过 y， 显 然 是 自 反 的 。 它 也 是 传递 的 。 
зё x< yB us=<z, Wy-xER*Hz-yER*, Hi: 
质 1 ， 知 

2-х= (2-у) + (у-х) ER+， 
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即 x 和 > . 

ЮЖ, #x<yBy<x, Шу-хЄК* (ПП C -R*) 。 由 性 
质 2， 得 y-x= 0, Bly=x, 

所 以 R 内 的 关系 x 三 y 是 一 个 序 关系 。 

定理 2 RESF, 

证 明 若 x 和 y 是 两 个 不 同 实 数 。 由 性 质 83,，y 一 x 
ER'* 或 x-yER+, 故 x<<y 与 <x 两 者 必 居 其 --， 而 仅 当 
x%=y 时 ， 上 述 两 个 不 等 式 关 系 才 同 时 成 立 (性 质 2 )。 

可 以 证 明 有 关 不 等 式 的 所 有 常用 规则 也 适用 于 实数 。 此 
地 不 再 一 一 列举 。 最 后 我 们 要 特别 地 定义 实数 * 的 绝对 值 概 
念 : 车 x 之 0， 置 |x1=x #x<0,  |х|=-х„ 

有 了 绝对 值 的 概念 之 后 ， 便 可 引入 任意 两 个 元 素 Бу 
之 间 的 距离 。 从 而 可 以 进一步 定义 实数 序列 的 收敛 ， 以 及 实 
数 的 Cauchy 序 列 等 相应 的 概念 。 


82 有关 实数 的 定理 


2.1 ОЖК 内 的 稠密 性 

定理 3 ”每 一 个 实数 都 是 某 个 有 理 实数 列 的 极限 。 

证 明 设 y 是 任意 一 个 实数 。 由 实数 的 定义 ，y 是 某 个 
Cauchy 有 理 数 序列 Cri, r+, s т, +) 所 属 的 类 。 令 
P (Fa) =ra(n=1, 2, =), RANEH 


limr,= y 


Be 为 任 给 正 实数 。 我 们 首先 证 明 ， 存 在 有 理 实 数 亏 ， 
使 0 过 a 过 8。 事实 上 ， 由 引 理 6， 存 在 着 非 负 有 理 Cau- 
chy 数 列 {8 i} (i1-1，:，…) 为 8 的 一 个 代表 元 ， 并 且 存 在 
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有 理 数 a 之 0， 使 对 每 一 i ， 有 s :之 a, Qüsl), 
于 是 非 负 有 理 数 列 {2 - e, є.-а,з, є{-а@, с} 
Jee - 世 的 一 个 代表 元 , 故 e -aER+*, Ша<е, 又 汽 
>0, 所 以 有 0<a<e. 
由 于 {rs} 是 Cauchy 序列 ， 故 对 a = Ф! (а), ЖЕ 
EYAN, 
m, n>N => - a Lin- r <a 
如 果 我 们 能 够 证 明 ， 当 mm 之 和 时 ， 有 |Fs -yl 人 2， 本 定理 
也 就 证 明了 。 
考察 实数 zs- y, REX, 3 (т.110, asiz, #9) 

所 属 的 类 。 将 这 个 序列 的 前 (N- + ) 项 都 换 成 0 ， 由 此 得 
到 一 个 与 原 序列 等 价 的 序列 (si，s:，…)， 并 且 对 每 一 
个 np， 都 有 

- a <s, <a 
{Sa И Ота га, та-та, Н, 所 以 它 也 是 了。 一 
y 的 一 个 代表 元 。 故 由 - a С. Са, 

-а@<г„-у<@ (m2N ) 
特别 有 

lia- y| <6< E 
按 定 义 ， 有 lim rp. = y 证 毕 。 


2.2 Cauchy 收敛 准 则 
& 内 的 Cauchy 序 列 这 一 概念 ， 也 可 推广 到 R 内 。 
ER 0ш, uz, e, Un, PARRI. WEIHER 
给 定 的 正 数 。 ， 恒 存在 正 整数 N， 使 
m, n>N => |на ш. |< e 
成 立 ， 则 称 {un} 为 R 的 一 个 Cauchy 序 列 。N 
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定理 4〈 收敛 原理 ) 为 使 R 内 的 序列 {un} 存 在 有 限 
极限 ， 当 且 仅 当 {uw} 是 一 Cauchy 序 列 。 
证 明 ”必要 性 。 设 (и FERR u, 即 对 任 给 & >0 , 
存在 正 整 数 N， 使 
n>N => us - u|< е /2 
m2N => us -u|< е /2 
йот, п>, # 
[иа = ча |= | (ua-—u) + (u-u ) |< u,- ul 
+ |а. —u|< е /2+ g /2= е 
所 以 {un} 是 Cauchy 序 列 。 
充分 性 (а. } ÆCauchy 序列 。 由 定理 3， 对 
每 一 个 nr 之 1， 存在 有 理 实数 Ff， 使 
ма sa |<1/n 
可 以 证 明 ， 由 此 得 到 的 有 理 实 数列 {7。}， 是 RR 的 一 
个 Cauchy 序 列 。 事 实 上 ， 对 任 给 的 正 实数 & ， 存 在 正 整 数 
N, 使 
т, n>N => us — ua | < е /3 
тй, 
т, n2max { N, 3/ ° } = 
[Fa— Fa |< |F —ua| + |ua tn | + [ua — Fa Í 
< 1 +£, ae 
m 3 n 
由 同 构 性 ，{ r，} 便 是 Q 的 Cauchy 序 列 。 设 它 所 属 的 
类 为 y， 由 定理 3 ， 有 Fn 一 y。 


因为 ur 一 Fr 一 0 《n->+ co )， 故 由 极限 运算 法 则 ， 
有 


Un= (Wn Pn ) +E y 
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证 毕 。 
实数 的 Cauchy 收 敛 原 理 又 称 实数 的 完备 性 定理 。 它 是 
一 个 很 有 理论 价值 的 重要 定理 。 以 前 我 们 按 定义 欲 证 序列 
(а 收敛， 必须 事先 知道 这 个 极限 值 。 而 这 个 准 则 只 涉 
及 {u} 本 身 的 特性 。 
例如 ， 设 
ЖОЕ А 


x= 1+-—+ 
у" ° 3 n 


可 以 证 明 序 列 {x* } 发 散 。 事 实 上 ， 对 任意 自然 数 mp， 可 到 


m= 2n， 恒 有 


| a i a 
[ха— za] n+ 1 n+ 2 зд 2 
„сй zu 
"тава 


Ге =1/2, KARRIERE AN , Em, n>N 
F, р xal С О. WERSU, (x. } 不 可 能 
收敛 。 

2.3 ARER 

很 多 分 析 教 本 在 建立 有 关 极 限 理论 的 时 候 ， 往 往 假 定 实 
数 的 一 个 性 质 作 为 出 发 点 ， 例 如 承认 “任何 非 空 间 于 上 (下 ) 
的 实数 集 存在 上 (下 ) 确 界 ”。 现 在 我 们 可 以 作为 定理 4 划一 
个 重要 推论 得 出 来 。 

定理 5 任何 韭 空 间 于 上 (下 ) 的 实数 集 必 存 在 唯一 的 上 
(下 ) 确 界 。 Е 

TEM БЕВ у ЕЈР En T СРР 
下 的 情况 ， 一 样 讨 论 ) ，b。 是 巨 的 一 个 上 界 ，a。 是 的 一 个 
元 素 。 由 于 忆 是 有 上 界 又 是 非 空 的 集合 ， 所 以 这 种 bs па -总 
是 存在 的 。 
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我 们 用 归纳 药方 法 ， 定 义 两 个 Cauchy 序列 。 其 中 一 个 
是 由 五 的 元 素 所 组 成 的 递增 数列 Cau，al，o: … ) ， 另 一 
个 是 由 已 的 上 界 组 成 的 递减 序列 (pb。，b，0:，… ) Н 
对 主 一 个 "， 伍 它们 满足 不 等 式 

ba- aa 27° (bo-ao) (1) 

КЕ УЕН, Mika 正好 是 五 的 上 确 界 ， 此 时 定理 
四 上 洛 成 立 ， 否 则 上 述 过 程 总 可 以 无 限 地 进行 下 去 。 下 面 阐述 
具体 选取 b+ 与 a 的 过 程 。 

数 66 与 bo 是 一 开始 就 选 定 的 ， 所 以 不 等 式 (1 ) 对 n= 0 
成 立 。 现 在 假定 co，@1，…，a5- 1 以 及 bo бї, +, br- B 
选 定 ， 并 且 满 足 

a <a, Ro 
b;,2b;22b,Z>--2b,-, 
bi-a,< 27 (Ь,-а, ) С 0<і<р-1) 
我 们 按 如 下 规则 选取 ae 和 bw: 
Hh Саь- + 62-1) ЖЕЙ ЕЙ, WA 
b= $ Саь-1+ 0-1), Qp=0p-l 
Et Ca,-itb,- ) 不 是 EE 的 上 界 ， 则 存在 a, € ЕЁ, {Н 
Gp (а›-1+Ьу-1) 
此 时 便 令 b =b- CARL) 
以 上 两 种 情况 ， 不 论 哪 一 种 ， 都 有 
b,<b,-, , gp 之 dp-i 
其 中 对 一 切 [ (0<isp ) ，ai EE, bi 是 E 的 上 界 ， 并且 
b,-a <ç (Ь›—1-а›-1) 
<+ 270b, -а,) =279 (b. -a ) 


这 个 选取 oi 与; 
20, TEX 


lasa +b, 2 2 ERE 


а, h, 
——kuiap 
ut Са, 2+, а 72 br- 
A 16 


程 ， 可 以 无 限制 
分 大 前 以 ， 可 使 
ETN (0-а) <= 


Л 


Ўра, aN, Emn, WA 


а 


су ао. 


аъ = а» 6н – ах 2 (6,-а) <E 


# 续 下 去 。 


即 {os}) 是 Cauchy 序 列 。 由 定理 4， 序列 { os } k. W 


lina. = a 


PN 


又 由 (1)，b -on 一 0， 因 之 


bn = а. + (ba -aa ) >a 


每 一 个 np， 有 x 6,， 故 对 不 等 式 两 边 取 极 限 ， 
ад ЕЕ. EM, # y AERE, WHE 一 n, 


下 面 证 明 a 即 为 的 上 确 界 。 事实 上 , #xCE, EX 


有 x 二 c， 
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yZus, #eyZa, Ma ЕЛЕ. Am а EE 1 确 
界 。 
而 上 确 界 若 存在 ， 是 唯一 的 〈 见 第 一 章 1.4) 。 
2.4 ”有关 单调 数列 的 一 个 定理 
定理 6 单调 增加 而 有 上 办 的 数列 以 及 单调 减少 而 有 下 
界 的 数列 都 存在 极限 。 
证 明 ”我 们 只 就 单调 增加 有 上 界 的 情况 予以 证 明 。 
设 (us) 是 单调 增加 而 有 上 界 的 数列 。 由 一 切 z (п 
Z 1 ) 所 成 之 集 ， 是 RR 的 一 个 非 空 有 上 界 子 集 。 故 由 定理 
5 .存在 上 确 界 B ， 我 们 证 明 ，8 实际 上 便 是 数列 {x,} 
的 极限 。 
任 给 2 六 0 ， 由 上 确 界 的 定义 ， 存 在 正 整数 N， 使 P_ - 
£ <us ， 由 于 数列 是 单调 增加 的 ， 所 以 对 一 切 大 于 或 等 于 
的 2， 也 有 
B - = Lunu <B 
从 而 іи – BIKE, } ЁШ 
limu, = $8 


aso 


将 {us} 换 成 <us } ， 并 利用 所 证 结果 ， 便 可 证 明 
定理 之 后 半 部 分 。 

由 此 可 知 ， 单 调 数列 的 变化 趋势 总 是 单一 的 。 以 单调 增 
加 小 列 来 说 ， 如 果 它 无 上 界 ， 那 么 它 的 增长 便 不 受 限 制 ， 可 
以 “一 往 无 前 ”地 增加 下 去 ， 这 时 数列 便 以 无 穷 大 为 其 “ 极 
限 ”， 如 果 数 列 有 上 界 ， 那 么 它 的 增长 便 受 限制 ， 虽 然 不 断 
增 大 ， 但 不 能 逾越 某 一 极限 。 所 以 如 果 把 “趋向 无 穷 大 ”也 
称 作 是 有 极限 的 话 ， 那 么 便 可 以 说 ，“ 任 何 一 个 单调 数列 都 
存在 极限 ”。 
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2.5 Bolzano 一 Weierstrass 定 理 

由 定理 6， 我 们 可 以 直接 得 到 一 个 重要 而 便于 应 用 的 推 
认 、 称 之 为 Bolzano- WeierstIass 定 理 。 

定理 7 设 {us}(:.1，:，…) 为 一 有 界 实数 列 ， 则 
恒 可 以 从 其 中 取出 一 个 收敛 子 序列 。 С 

证 明定 理 7 的 关键 ， 在 于 证 明 任 何 一 个 实数 序列 ， 必 存 
在 一 个 单调 增加 或 单调 减少 的 子 序列 。 

证 明 设 工 是 这 样 的 一 个 自然 数 子 集 : ТЄ Г, 
u 都 不 小 于 它 后 面 的 所 有 项 ， 即 恒 有 

NiZ2ui Ü ( p=1, 2, 3, ++) 

现 分 两 种 情况 进行 讨论 ， 

i) 若 7 为 无 限 集 

设 i ，i;:，… 是 1 中 按 递 增 次 序 排 成 的 一 列 正 整 数 ， 由 
1 的 性 质 ， 有 

ui Puii ‚т, 
їй {шү} Coos =) 由 定理 假设 为 有 界 ,所 以 根据 定理 6 ， 
它 存在 极限 。 

iD 车 1 为 有 限 集 ( 包括 空 集 》。 

令 记 是 1 的 一 个 上 界 ， 并 且 j Є, BY 让 比 T 中 的 任何 
数 都 严格 地 大 。 所 以 当 n 之 户 时 ， 对 每 一 个 xs， 都 不 可 能 使 
不 等 式 

uaap 
对 一 切 PE NX* 成 立 。 故 存在 正 整 数 jai), а, >u, 
对 于 刀 。 又 存在 正 整数 7 >j), Wuj >u, MR 2 
等 。 序 列 ( ú; uo +) 是 (u. ) 的 一 个 子 序列 ， 并 且 是 
单调 增加 而 有 上 界 的 序列 ， 所 以 也 存在 极限 。 证 毕 。 

当 数 列 (u, } 无 界 时 ， 虽 然 不 再 有 上 述 定理 ， 但 我 们 
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恒 可 从 {4: } 中 选 出 子 序列 使 它 趋 向 +eo 或 -co， 我 们 把 这 
个 性 质 的 证 明 ， 留 给 读者 。 

Bolzano- Weierstrass я MHIL § 3。 

2.6 闭 区 间 套 定理 

闭 区 间 套 定理 ， 也 是 数学 分 析 的 一 个 基本 定理 。 它 
一 种 角度 表达 了 实数 的 连续 性 。 我 们 也 可 以 从 这 个 定理 
发 点 ， 来 证 明 极限 和 实数 的 其 它 定 理 。 

定理 8 Blas, ba) (*-i，:,…) 为 闭 区 问 族 ， ЭН 
对 每 一 个 ab， 有 

| 

此 外 ， 还 满足 lim (bs -as = 0 《 即 这 些 区 间 的 长 ЖЕЦИП 


从 另 
为 出 


зра) 。 则 存在 叭 一 的 点 属于 每 一 个 这 种 闭 区 间 jj 
先 证 公共 点 所 的 存在 性 。 
所 述 闭 区 间 
所 成 的 序列 < eoor 
ca a 这 2 
i 成 的 序列 
(bu, bas Ва) В. 17 
BA, BE] Саз, аз, е, Gs, + ) 是 圈 于 上 的 单 洞 增加 序 
列 〈 任何 一 个 5; 都 是 它们 的 上 界 ); AI Oi бз, с, 
ba O 是 围 于 下 的 音调 减少 序列 〈 任何 一 个 ao; 都 是 它们 的 
下 界 ) ， 由 定理 6 Ый 

lima, 5 limb, 


ЖИР, НР, WE 


bi 之 lima。 及 а;< lim b, 


但 另 一 方面 


0 = lim (ba-da) = lim ba- lima, 


ГЕТ ast- азр 


а; <: э Cisis ay =) 
PPS E Can, ba) (ai 29 ...) 
KEE ДНЕ, 
若 除 5 之 外 ， 还 存在 1( 去 6 )， 它 也 是 这 些 闭 区 问 的 
公共 点 ， 于 是 对 每 一 个 %”, 应 有 
lb,.-asl>|E - n|> 0 
但 这 与 lim (bs~as) = 0 的 假设 矛盾 。 


区 果 把 也 区间 套 换 成 开 区 间 套 ， 定 理 的 结论 是 否 还 能 保 
持 ? 旭 果 闭 区 间 套 中 区 间 的 长 度 不 趋 于 零 ， 又 会 得 出 什么 结 
论 ? 这 些 问 题 留 给 读者 思考 。 

2.7 有 限 覆 盖 定 理 

有 限 覆 盖 定 理 ， 也 岂 Heine - Borel 定理 。 它 可 以 从 闭 
区 河套 定理 推出 ， 也 可 以 由 这 个 定理 出 发 ， 推 出 闭 区间 套 定 
理 。 我 们 这 里 采用 Lebesgue 的 证 法 。 在 讲述 定理 之 前， 我 
HEIA “FAA” RME. 

定义 ” 设 4 是 数 直 线 上 的 一 个 子 集 eG = (G. ) E 3 PL 
线 上 的 一 族 开 区 间 。 如 果 对 每 一 个 xE 4， 至少 存在 G 中 的 
一 个 成 员 Ci， 使 *EGi， 则 称 G 是 集 4 的 一 个 开 覆 盖 
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例 KARRAR, HE Jë {nn} Caris...) 

便 是 4 的 一 个 开 覆 盖 ; 开 区 间 族 { (n. n+1) } (a0, 
O 则 不 是 .4 的 开 覆 盖 ， 因 为 每 一 个 整数 ， 均 不 属 于 
е s 


..) 起 半 闭 半 开 区 问 [ 0 1) ЭР, 

”定理 9 HARAN Са, b) 为 某 开 区 间 G Т 
盖 ， 则 恒 相 众 C 中 选 出 有 限 个 开 区 闻 覆 盖 (a，b5) 。 

证 明 考察 Ca,， b) 内 具有 下 述 性 质 的 x 的 全 体 ， 并 将 
CEBHE: 

#хЄЕ, REKE Са, x) 能 够 用 CG 中 有 限 个 开 区 河 

因为 a 显然 满足 上 述 性 质 ， 记 以 acE Е, WEER; Z 


ТАА ПО х ТЕ Са, Бә, ВЕДЕТЕ. 
理 ， 玉 有 上 确 界 。 记 

c=supE 
显然 ce 人 5， 我 们 要 证 明 c 属 于 EEE， 并 且 c =5， 从 而 完成 对 定 
理 的 证 明 。 


根据 定理 假定 ， c 

ый сше 间 ——— мга 
，B ) ， 由 上 确 界 “ “ 
€ E, A 18 
使 a <<! <c, ER EE, Ў Са, x' J) 可 被 C 中 有 限 
个 区 闻 06,01，…，01 来 覆盖 ， 今 将 开 区 间 (a，B ) ` 
这 有 限 个 开 区 间 ， 并 记 
Н =o Uo, U Uo j (Ca, B > 

ЖАН @ БЯ Са, с), Blikc€ E. 
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现在 证 明 c =b, BERR, We<b, АНЕ Са, B) 
内 可 取 х", {#с<х”<Ь, WH BF 2 Са, x”), {їй 
x”"€ 忆 ， 这 便 与 c 是 E 的 上 确 界 矛 盾 。 所 以 只 能 c=b5, 即 
b€ E, AT Ca, 0 2 能 够 被 C 中 有 限 个 开 区 间 履 盖 。 证 毕 。 

定理 要 求 G 是 开 区 间 族 ， 以 及 基本 区 间 〔a,，5 ] 是 有 界 
闭 区 间 。 这 两 个 条 件 缺 少 任何 一 个 ， 都 会 使 定理 失真 。 


Т 开 区 间 族 { CA, ŽD) G-r o ENE 
间 Co, 1), {НЖ АР ЖОЕ ЈЕСТ ЖЕ 0,1), 
这 是 因为 (0，1 ] 非 闭 的 缘故 。 

12 闭 区 间 族 

[1 2). (0, 52 
Рр ) ‚ез 
ЖО С 0,1) ,但 不 能 从 其 中 进取 有 限 个 闭 区 间 覆 盖 C0,17 ， 
这 是 因为 它们 不 是 开 区 间 的 缘故 。 

有 些 读者 也 许 会 产生 疑惑 ， 认 为 既然 对 有 界 闭 区 间 Ca, 
b) 来 说 ， 成 立 着 有 限 杆 盖 定 理 ， 为 什么 比 它 少 了 两 个 端点 
的 开 区 间 (oa，5 ) ， 却 反而 不 能 有 限 要 盖 了 呢 ? 这 些 读者 之 
所 以 有 此 疑问 ， 原 因 在 于 对 定理 成 立 的 前 提 不 明确 。 是 存在 
着 有 限 个 开 区 间 覆 盖 一 个 集 呢 ? 还 是 在 此 集 的 任意 给 定 的 开 
团 盖 中 存在 着 有 限 个 开 区 间 枝 盖 此 集 ? 加 果 是 前 者 ， 那 么 只 
要 它 有 界 ， 我 们 用 一 个 有 界 开 区 间 就 可 以 把 它 完 全 覆盖 了 ， 
讲 Heine 一 Borel 定 理 也 就 多 此 一 举 。 然 而 要 在 一 集 的 任意 
给 定 开 覆 盖 中 ， 恒 能 选 出 有 限 个 开 区 间 把 它 覆 盖 ， 就 不 是 一 
般 的 集 都 能 做 到 的 。 这 里 反映 了 闭 区 间 的 一 种 “ 紧 致 ”性 
质 ， 而 开 区 间 恰 恰 失 去 了 这 种 性 质 。 


~ 


59 


当然 ， 具 有 这 种 性 质 的 集 ， 不 仅仅 只 有 有 界 闭 区 间 。 例 
如 任何 一 个 有 限 集 也 都 具有 这 种 性 质 。 一 个 集 4， 如 果 恒 能 
从 它 的 任意 一 个 开 覆 盖 中 选取 有 限 个 开 区 闻 将 它 覆 盖 ， 我 们 
将 称 这 种 集 为 紧 集 。 紧 集 的 概念 我 们 将 在 第 四 理 再 作 进 一 步 
Мх. 

2.8 有关 实 数 定理 的 相互 推 证 举例 

前 面 我 们 齐 了 实数 的 七 个 重要 定理 ， 它 们 症 “每 一 个 实 
数 都 是 茶 个 有 理 数 列 欧 极限 药 定 理 ”，“Cauchy 收敛 原 
理 ”，“ 确 界 存 友 定理 ”，“ 单 调 有 界 数列 必 有 极限 的 定 
理 ”，“Bolzano 一 WeierstrIass 定 理 ”，“ 闭 区 间 套 定 
理 ” 以 及 “Heine 一 Borel 有 限 覆 盖 定 理 ”。 这 七 个 定理 $g 
是 彼此 等 价 的 。 换 句 话说， 我 们 可 以 随便 从 某 个 定理 出 发 ， 
而 推 证 其 余 的 六 个 定理 。 下 面 仅 举 一 、 两 个 例子 ， 以 帮助 读 
者 更 好 了 解 这 些 定理 之 间 的 关系 。 

i) ”由 闭 区 间 夺 ,定理 出 发 ， 证 明 有 限 和 覆盖 定 理 。 

我 们 采用 有 反 证 法 。 B Са, b) 不 能 被 G.) 内 有 限 
个 开 区 间 材 盖 。 今 把 闭 区 间 (o，D) 两 等 分 。 这 时 至 少 有 一 个 
子 区 间 不 能 被 { G.) ARAA, PWH Ca b) 表示 不 
能 被 {G。} 有 限 覆 盖 的 那个 子 区 间 《〈 如 果 两 个 子 区 问 都 不 
能 被 {G。} 有 限 覆 盖 ， 则 任 取 其 一 为 (a:，561 ] ) 。 再 把 
Cai, bi) 23, HA Carn 6.2 表示 不 能 被 {G。} 有 
限 覆 盖 的 某 个 半 子 区 间 ， 并 依 此 类 推 。 我 们 得 到 一 个 闵 区 间 
Æ Сал, ba) (a-1，:，.…)， 其 中 每 一 个 闭 区 问 都 包含 后 
一 闭 区 闻 ,并 且 后 者 长 度 为 前 者 之 半 ， 而 这 些 区 问 都 不 能 被 
{ G.) 所 有 限 履 盖 。 由 闲 区 间 套 定理 ， 存 在 点 8 为 这 些 区 
间 的 公共 点 。 但 是 男 一 方面 ， 因 为 EE€ (а, b), ЮТ ЕЛ 
落 在 { G。} 的 某 个 开 区 间 CO, В ру, 即 有 a < & < B. 
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SMT, 5 = lima,= limb, , ТЕН n, Ш 


e. a < š <b.,< В 
Ca, B) 已 覆盖 [as，b。] 。 但 这 与 [as，ba ] 
Ж {С Y 有 限 覆 盖 假 定 相 了 矛盾 ! 

ii) 从 Heine 一 Borel 定 理 出 发 ， 证 明 Bolzano 一 Wei- 
eratrass m, 

iz ( x.) 为 有 界 实数 列 ， 并 设 它 们 全 部 包含 在 [ao, 02 
сес], РЕХТ Са, ЬО 内 的 任何 一 


点 xo， 都 不 


С а,Ь) 的 一 个 开 覆 盖 。 故 由 Heine 一 Borel 定理 ， 我们 
能 从 { OCxo，6) } хел, :中选 出 有 限 个 复 盖 Ca,，b7, 当 
然 也 覆盖 所 有 的 { x。} 。 但 是 有 限 个 这 种 邻 域 内 ， 至 多 包含 
有 限 个 x。， 这 就 产生 了 矛盾 。 内 此 { xs } 必 存 在 收敛 的 子 
序列 。 

iii) 从 Bolzano 一 Weierstrass 定 理 出 发 ， 证 明 


Cauchy iter ENEE 
假设 (x, } 是 Cauchy 实 数列 。 即 , 对 任意 给 定 的 € > 
0, АЛЕМ, т, n> М, # | x.- Xa] <E 


ЖЛЕ] ( x。} 为 有 界 。 故 由 Bolzano 一 Weier- 
strass 定 型 ， 它 存在 收敛 子 序列 xwk， 令 


tim Ya = б 
现在 证 明 ， 对 { xs } 本 身 ， 也 有 1im xs= c, ERE, 由 
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于 (x,,) 90, RAER e, FEER n ON), ER 
等 式 

|z el < e /2 
成 立 ， 另 一 方面 ， 由 于 (x. Y 是 Cauchy 序 列 ， 所 以 当 n > 
入 时 ， 也 有 

|x. = xa, |< eV/2 
AZ, “bN, A 

Їх =с1< |х, – Xa |+ Iza -с[< е 


按 定义 ，1im х,=с, ЕР, 


з 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


连续 函数 是 数学 分 析 所 研究 的 一 类 基本 函数 ， 其 中 以 定 
义 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 尤为 重要 。 这 是 因为 闭 区 间 具 有 很 
重要 的 一 些 性 质 〈 例如 紧 致 的 性 质 ) ， 才 导致 其 上 定义 的 连 
续 函 数 具 有 一 系列 优良 的 性 质 。 现 在 我 们 以 8$ 2 的 定理 为 基 
础 ， 对 这 些 性 质 作 一 严格 的 证 明 。 

зл 有 界 性 与 最 大 (小 ) 值 定理 

定理 10 RCo, b) 为 有 界 闭 区 间 , f: Са, b)— 
R 为 连续 函数 。 则 f(x) 在 Ca,，b ] EAR, HRE Ela, b) 
上 达到 最 大 值 与 最 小 值 。 

证 明 1) 有 界 性 的 证 明 。 

假定 /无界 。 于 是 对 每 一 个 正 整数 nm 存在 xeEta， 0: 
fE |f(x,)|2> n, H Bolzano—Weierstrass €W, № 
列 { xs } 中 可 以 选 出 一 个 收敛 子 序列 x. }, H 
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lim x.,-=xoə 
kət k 


因为 c< xs 入 5， 所 以 xuoE[a，b ]《〈 注 意 ， 从 这 里 可 以 看 
出 ， 如 果 换 成 开 区 间 ， 则 x。 有 可 能 会 落 在 定义 域 之 外 )。 
由 于 f(x) 在 Са, b ] 连续 ， 特 别 在 Xo。 连续， 所 以 有 
lim fx,,) =f (x) 
既然 f(x) 在 x。 上 有 定义 ， 其 值 必 有 限 ( 是 一 个 常数 ), 但 
H { хь, } 的 假设 ， 却 有 
If Сох.) [>n 
TÈS C x, ) 不 可 能 为 有 限 。 这 就 产生 了 矛盾 。 因 而 (x ) 
在 [a,，b ] 上 必须 有 界 。 
ii) 最 大 值 、 最 小 值 的 存在 性 。 
证 法 一 : 
М FEUDALE); H DBJHEBI , М 1< +оо, 9 — Jf 
面 由 上 确 界 的 定义 ， 对 每 个 正 整 数 m ,存在 着 ysE(a, b) 
使 
М-1/п</ (y. ) SM 
成 立 。 于 是 由 Bolzano 一 Weierstrass 定 理 , ff fE { ya} 
的 收敛 子 列 { ys Y, Ж 
lim ya = y 


кә+» 


显然 YE (а, b), 于 是 有 
limf Cys,) =f(y) 
kade 
另 一 方面 ，1im f Су.) = М, ДИНУ Су? =M, WE 


63 


Са, b) 上 存在 点 y, WAR f (C x) 在 其 上 达到 最 大 值 。 

司 理 可 证 /( x ) ВЕЕ Са, b) 上 达到 最 小 值 。 

证 法 二 : 

7 Сх) Са, b) 上 不 能 达到 上 确 界 M。 于 是 对 每 
一 个 x， #f (z <M, ZRAZ g(x)=1/(M - f(z) )， 
Geis oD, CEMRE Са, b) E BJ ÉE b E В, w 


由 的 证 明 必 有 界 。 设 0 <g(x)<K, 则 有 f OM - À 


(зета, 61)。 但 这 与 MM=sup {fW} FPE, MUSO E 
Ca, 0] 上 必 能 取 到 上 确 界 ， 即 取 到 最 大 值 。 

32 介 值 定理 

定理 11 0 Са, 80) 为 R ЖЕЙН, f: Са, b) 
为 连续 函数 ， 册 为 介 于 J Ca )5f (b) 之 间 的 任意 一 个 


р /能 在 Ca，b ) 的 某 点 处 取 到 值 上。 
证 明 ”为 确定 起 y 

见 ， 不 妨 假设 F Ca) 

<j) 

2 


Е= {х ТӨР 
<: хЄ (а,6) } 
BF € E, ЕЗ: 


Ж; 而 RREZE 的 
Еп. ВИ ЕА 
非 空 加 于 上 的 实数 
集 。 由 定理 5 ， 它 存 
ELMAS. RAINERS C&) = u, 

SE (a,b) 是 显然 的 。 如 果 f(8) <H, 5 +6, 
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АШИ Š <b, 置 a = u - (8), Шаро, B fz 53625, 
所 以 存在 &E’E СБ, Б). 使 1 (58)-f(E)<o, 即 1( 5’) 
<а + 了 (EE)= 上 上， 从 而 5 EE， 这 与 5 是 的 上 确 界 粘 矛 
Mo 

HKR, ШЖЯ/С5)У >н, ERE +a, Ат Š >a, 18 
=f()- u, WB>O0, Bj f EEEN, MATESE 
Ca, 5), WHAE СБ”, &7, ARERI 
-705)>- В Сх) һм B-m, FORCE, 
b) FD u, MAE CE, b) ERTA S H Еу, 
换言之 CE’, 65] 的 每 一 个 点 都 是 的 上 界 ， 特 别 8” 为 的 
上 界 。 故 不 可 能 是 巨 的 最 小 上 界 。 这 也 是 荒谬 的 。 综 上 所 
Ж, REESE) ° 

推论 € 关于 连续 函数 零点 存在 的 Bolzano €M) ; 
ЈЕ Са, b) EER, HS) ef Ф)<0, У (O) ХЕ 
Са, b ] 内 至 少 存在 一 个 零点 上 《 即 存在 5 ,使 FL5)=0)。 

3.3 Cantor 一 致 连续 定理 

定理 12( Cantor) 设 1 EC1r。,b1, 则 f 在 Co, 上 
一 致 连续 。 

证 明 假定 f 在 (Ca, 63 上 不 一 致 连续, 这 就 意味 普 
〈 第 一 章 6.2 例 ) : 

PEARY е >20, ШЕВ 0, Шш 
Ex’, х" Є (a, b)i:lx - х" |< п, 但 | /(х)—/(х')| 
PEro 

取 m = 1 ， 去 ， 坦 ，…， 从 而 相应 地 可 得 到 [a，b ) 的 
WAARA C, X, e, Xal, DAE, x”, o, 
xa”，*… ) ， 使 对 每 一 个 自然 数 n, 一 方面 成 立 |х„'/ х." 


-此 

AT 
e 

+ 
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过 1 ， 另 一 方面 却 成 立 |f Ea) -fE os 


由 Bolzano 一 Weierstrass 定 理 ， 从 { x。 } 中 可 以 选 
取 收 敛 子 序列 {X4。，} E 


lim xs = хә 
k++% 


显然 xeE Са, b), Ж, SFER nx 相应 ， 我 们 还 可 得 到 
( <”, } 的 一 个 子 序列 {xi} A ит (ха) = 0 
可 知 , 亦 有 Jim xt, =xe， 再 由 7 了 (x) 的 连续 性 ， 
得 
lim f Сх, )= f(x) = limf (sr, ) 

从 而 对 足够 大 的 m, ОИ 0 и 01е o дй” E 
了 矛盾。 所 以 /(x) 在 Ca，b5 ] 一 致 连续 。 

5.4 有 关 反 函数 的 一 个 定理 

定理 13 Ш/ЄС(га, b), FEF Са, 6) 上 为 严格 
单调 增加 (或 减少 )， 则 f 是 Ca, 5] 到 [f(a)，f (6b) ) 
(C (fo), f(a)) ) 上 的 双 射 ,其 逆 映 射 ( 反 函数 )f"! 定 义 在 
Са), FOI СЕ СУС), f(a) 2) Е, BRE Са, b) 
中 .并 且 亦 为 严格 单调 增加 《〈 或 减少 ) 的 连续 函数 。 

证 明 ”假设 7 在 Ca，8 ] 上 为 严格 增加 。 

1) ” 先 证 f 是 (oa, Ь2 9] Са), ЯСЬ) 2 的 双 射 。 

著 x1!，x: 为 (a,b 的 两 个 不 同 点 ， 由 省 数 的 严格 单 
调 性 ， 有 f(x1) 去 1(x:)， 所 以 f 是 单 射 。 

车 4 二 x 三 6， 则 由 单调 性 ， 有 f(a)<f (x) < f (b), 
故 

f( Ca, 62) (Ја), fI 
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另 一 方面 ， 由 定理 11，f 能 取 到 f(a) 与 f (b) 之 间 的 每 一 个 
值 。 所 以 又 有 
fe Ca, b))Ə (а), f) 
从 而 f( Ca, b))= [f(a)，f(b))， 即 是 满 射 。 因此 /是 
双 射 。 
办 为 1 是 双 射 ， 所 以 存在 逆 映 射 f7!。 
11) 次 证 三 ! 的 严格 增加 性 。 
Су) Ее MM, WE CSa, OIK, F 
Eyi <y, 使 
Xi = fy DfT Oa) = x; 
然而 由 / 的 单调 增加 性 ， 有 y= / aSa) = уз„ RE 
不 可 能 的 。 故 广 为 严格 增加 。 
iii) 最 后 证 明 广 :的 连续 性 。 
уо Cfa), O) I 上 任意 一 点 。 我 们 要 证 明 / Оуу 
在 y。 连 续 。 为 了 叙述 方便 , RIIE Ж а) <уо</0) , 因 
Чуо = f(a) 或 yo。= РОБ) 时 ， 证 明 是 一 样 的 ， 不 过 此 时 的 
连续 性 ， 应 理解 为 单 侧 连 续 。 
&x = f (yo), 有 
u<xo<b BE. Ј(хо) = yo 
{Б &]>0, We’=min{ е, х,-а, b-x ), 于 
是 有 
О(хь, EJE (а, Б> 
Фа =xo-e’, В =хе,+ E€’, f(a)=Y, В) = o, 
由 
a< e <x <Ü <b 
得 
Ía) Ky KI <5</f0b) 


取 m<min {yo-Y，5-ye}， 则 当 | у-у! <т 
人 时 ， 有 Y<2<8， 由 三 :严格 单调 性 ， 有 
Рс < су) < СӘ? 
而 
JCY)=w=xo-8 = f !(yo)— e! 
Сә) = В =хо+ е =! (у) + е’ 
因 之 ， 当 >EO' (у, п>), 有 
f (yd E уу) <] yo)+ e 
此 即 
IFO -F ''(yaáal<e < e 
НЕ Y f О) уо, Hy ЕЖЕ, ЕЙР/Т! 在 
整个 (f(a)，f(b) ] 上 连续 。 
把 / 换 成 -了 ， 那 么 当 为 严格 减少 时 ， 定 理 结论 依然 成 
立 。 
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84 L. ТИК 


4.1 上 、 下 极限 的 概念 与 定义 
Balzano-Weierstrass 定理 告诉 我 们 ， 任 何 一 个 无 穷 
一 个 子 序列 ， 它 或 者 收敛 到 菜 个 有 限 数 ， 或 者 
大。 当 数 列 赵 向 定 号 无 穷 大 时 ， 我 们 约定 
XX， 并 且 以 定 号 的 元 穷 大 为 其 极限 。 
和 前， 那么 它 的 任何 一 个 子 序 列 
加 订 序 列 { x, Y Z We g, 
> 有 多 于 一 个 有 Г ЕШ ИЕК БЕДЕ 
Хад { ха ТСС, RITR Жа 
} 的 —А ЖН СЕЕ ә. Ме - М 
号 对 任 给 的 2 20, ЦИЕ N , 1 在 


жахом), ШШ 


|x. -a| <ë 
成 立 。 换 名 话 说 ， 藻 @ 是 (ха ARA, WE ahy (Ë 
RON, FERSKES MTER. RA 
别 在 于 : 2а (x. Y RRA, WEN AA Ж 
ZEO Ca) Z; Па {xa} W, ИРА 


ETAR, 
SEL (x, ) RAWE RI {Н supE E {x} 的 
іағЕ (х. РКЕ, FAINTER 


їїшх«=зирЕ 和 limx,=infE 


例 AALL, +4, 1, +, +, 1, +, ФБ 
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含有 可 数 个 聚 点 。 它 们 是 0 1, +, +, +, з, BRA 


limxs=T，limxs=0 
4.2 上 、 下 极限 的 性 质 
1° а =supE, B=infE, 则 a € E, BEE 
这 个 性 质 表明 ， 在 EE 内 存在 最 大 元 а 与 最 小 元 B i 得 
更 明确 一 点 ， 即 a ，B 也 是 { x。} HRA. А а 是 {хь} 
的 最 大 聚 点 ，B (х. ) 的 最 小 聚 点 。 
证 明 #{х„} ЖЕРЕ, WEET JF (х. р, 使 
на ятт 
此 即 说 ，+ co 是 { х. } AER. ШЙ, supE = + co 
若 (x. ) EFE, Жо = -co 或 a 为 有 限 。 
如 果 a = —°°, 表示 + ce 和 任何 有 限 实数 都 不 是 {x。} 
的 聚 点 ， 因 此 有 lim x. = -ce《〈 见 本 章 习题 5 )， 此 时 


=- co 既 为 (x. } 的 最 大 聚 点 ， 亦 为 {x。 } 的 最 小 聚 点 。 
如 果 a +оо, НЕЯ, Херо, EEK 
存在 着 元 素 А, 使 A> 
a-€, O(A H ka A a 
4 的 、 含 在 (oa - =， осал 
а ) 内 的 一 个 左 邻 域 。 图 21 
因为 4EE，,， ЖИ А ж 
(x, рн. KECOAK, МЕ Са -е, а) Й 
含有 无 穷 多 个 x,， 按 定义 ，c 是 { x。} 的 聚 点 ， Шо € E, 
同 理 可 证 B € E. 
2° 设 。 ，N 为 两 个 事先 给 定 的 任意 正 数 ， 并 记 
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а = ѕирЕ = limx,, B =infE= limx, 
эе 


5+5 


С) ҷо, BHAR, WAE (x, ) 中 
D 有 无 穷 多 个 x*， 有 xs>>a - 85 

iD 有 无 穷 多 个 xs， 有 x-。<B +e; 

111) 至 多 有 限 个 xs， 可 以 有 x。 志 at+ E; 

iv) 至 多 有 限 个 xz， 可 以 有 x。<B -EL 

(二 ) Ма = + сонї, WIERE А, (х. } 中 
AEREA, WAAK, 

(Z) ща = ~% 时 ， 则 对 任意 正 整 天, 在 {x,} 中 
有 无 穷 多 个 xs， 成 立 Y,<< -天 。 


3° 有 等 式 
lim x, = inf sup{ х, } = 
ГЕТ k>1 n>k 
lim sup( х, } (1) 
кэне a>k 
及 
lim x, = supinf( x. ) = 
КЕ k>] a>ķk 
lim inf (x. } (2) 
koto пру 
成 立 


证 明 ”我 们 只 证 明 ( 1 ) 式 ， 因 为 (2 ) 式 同 理 可 十。 
设 
A= sup{xs} Ж Bi= inf {x,} 
2>% s>. 
显然 .人 4 是 关于 k 的 不 增 数列 ，Bi 是 关于 k 的 不 减 数 列 。 因 此 
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inf sup {xa} = lim зир{х,}, 


koto ш> 


k>1 п> 
зир1п?{ x.) = lim inf (x. } о 
k>l а» » ark 


i) Жа = lim x, #0, 


asio 


设 x 为 小 于 wa 的 任意 一 个 全 
x<p< limx, = a 


siswa 
БОРЕЙ Ax. AEX 
数 &， 有 


盖 p>x， 从 而 对 每 一 个 自然 


х<р<зир{х„} 
a>r 
&k> +, 1} 
* <lim sup {xa} 


азж вх 
=inf sup {xa } (3) 
5) 


k>1 n>k 


HAT? 


因为 * 可 取得 与 w ERRE, Л а и 
式 右 端 ， 否 则 会 与 (3 ) 式 产生 矛 后 ， 从 而 只 能 


a<inf sup(x.) Gi 
次 设 y 是 大 于 a 的 任意 一 个 实 激 ， 并 这 
у> q2>limx,= a 
RS 


于 是 至 多 有 限 个 x :可 以 有 x. q> y, МН що К 
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时 ， 所 有 的 x。 都 不 大 于 9， 即 对 充分 大 的 R， 有 
sup ( х.) <Sq<y, 


4 Е-> + со, ф} 
iim sup{ х„} = inf sup {х„}<у (5) 
Кето aSk k>1 >k 

因为 可 取得 与 a 任意 接近 ， 所 以 a 不 可 能 严格 地 小 于 (5) 


的 左 端 ， 否 则 会 与 ( 5 ) 式 产生 矛盾 ， 从 而 只 能 
winf вир{х„} (6) 


L2>1 
由 (4), (6), 得 a =inf sup{x。}。 
11) а = 中 时 ，(1 ) 式 同 理 可 证 。 
4” { xs } 存在 极限 的 充分 而 必要 的 条 件 是 


lim x, =lim x, 


пэ+о aayo 


у E 
Lx, VEL, y>0, Vy HERZ., ERARA А 


Мх= z+: у 
НАЖ, B rz 0, s Z jk, in r+ sZ 
7，。S 是 无 理 数 。 
3, 证 明 不 存在 rEQ， 使 7r ?= 2 。 
4. 若 2 为 无 理 数 ，a、 了 、c、d 为 有 理 数 ， 并 Lad- 
Ьс#&0, 证 明 4z+b/cz+d 亦 为 无 理 数 。 
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5. 若 数列 f x.) 无界 且 非 无 穷 大 量 。 证 明 必 存在 {xa} 的 
两 个 子 序列 ， 其 中 一 个 子 序列 收 黎 到 有 限 数 ， 另 一 个 子 序列 
《收效 ?到 无 穷 大 。 

Ri: 先 用 量词 表示 断言 “{xa} 为 AR”? 5 “dxat 
为 非 无 穷 大 量 ”。) 

6. 利 用 Bolzano- Weierstrass 定 理 证 明 单调 有 界 数 
列 必 有 极限 。 А 

7. 证 明 极 限 1imf(x) 存 在 的 充分 必 妥 条 件 是 :对 任 塌 

0 


њхцер>о, HEDO, x’, xE (хь, ò) 
时 ， 有 不 等 式 
IF (x’)-f(x’)|<e 

成 立 。 当 xo= 土 co 时 ， 如 何 改 述 上 述 充 要 条 件 ? 

BARKA { х„ } 若 不 收效 ， 证 明 至 少 存在 两 个 子 序 
Я, ЖАЖА 

9。 如 果 单调 ОӘО Е e 2] f Ca) 5 f Cb) > ñ) 
的 一 切 值 ， 则 f(x ) 54 Са, b) 连续 。 若 j( x ) 无 单调 
这 一 条 件 ， 上 述 结论 是 否 仍 真 ? 

10,77. Са, b) > R' 为 连续 。 证 明 f Сх) Са, b) 
上 一 下 连续 ， 当 且 仅 当 lim ЈО) 与 imy(x) 存 在 且 有 限 。 


11. 证 明 (a，D ) 上 一 致 连续 的 函数 必 有 界 。 当 区 B| 为 
无 穷 时 ， 结 论 又 如 何 ? 

12.。 证 明 两 个 在 同一 有 限 区 间 上 一 致 连续 函数 的 和 、 
差 、 积 ， 仍 为 一 至 连续。 举例 说 明 ， 两 个 在 同一 无 穷 区 间 上 
一 致 连续 的 函数 ， 其 积 可 以 不 一 致 连续 。 

13。 如 果 函 数 在 (Ga，D ] 上 连续 ， 又 设 a = x, [x< 
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*e<x. =b, ВД S € (a, b), 使 


ID= Ef x) fa 


1 
14.。 设 实数 列 { ws} 满足 
Iu,-—ua]Í Í |<1⁄/2" 
证 明 (aa) 是 只 :的 Cauchy 序 列 。 
15. 设 实数 列 { as } А 


Та. а-а: 1а, а. | 


зал] (a, ) Cauchy  #|„ 
16. 求 下 列 各 效 列 的 上 视 限 与 下 投 限 


i) а= (n=l1,2, = 
ii) о. = Ман ее (n= 1,9, е 
iii) assin”? Сп= 1,9, =) 
ә 
17.81) 
i) гіт ( x,+ y.) іт х.+ Tim y. s 
эз+» a+ азн 
ii) lim (ха +у,)22 lim x,+ limy, 
КЕ ispo aA 
18.。 若 数列 { x，} 收效 ， 则 对 任意 数列 { y。}。， 有 
lim (xs+ye)》= lim x, + lim y, 
эз» asro Рато: 
19.1 {aa} 为 正 数 序列 ， 证 明 


з 
о 


lim +i 1im Ya, < im Za, 


ast~ ба pere aars 


<lim 


aste Gs è 


Oasi 


20 .构造 一 个 实数 列 《 xX。} ， 使 每 一 个 实 
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第 三 章 级 数 


$1 常数 项 级 数 


1.1 基本 概念 
fi па f (")= un (neN) 
为 给 定 的 一 个 数列 。 相应 地 考察 N БВ! ДАА" 
S: n ——S(n) =u, +u + +ue= S, 
让 而 得 到 另 一 个 由 {us} 确 定 的 数列 {S，}， 称 由 无 穷 序列 构 
BS С (aa), (S.) ) 为 无穷 级 数 ( 常数 项 ) 。 
对 每 一 个 *， 称 wr 为 此 级 数 的 项 ， 称 5 为 此 级 数 的 部 
分 和 。 
若 limS*=S( 关 co )， 则 称 此 级 数 是 收效 的 ， 否 则 便 


称 为 是 不 收 伍 或 发 数 的 。 

从 上 可 知 ， 一 个 数列 ， 都 对 应 着 一 个 由 它 所 确定 的 部 分 
和 序列 。 反 之 ， 任 何 一 个 数列 {Ss}， 也 必定 是 某 个 数列 的 
部 分 和 序列 。 实 际 上 ， 令 9o= 0, Ш ја. = 5. - 5..1 
《 n 之 1 ) 的 部 分 和 序列 即 为 { 5。} 。 

习惯 上 ， 我 们 也 往往 把 


шр ++ tua +o 或 У ш, 
=} 


-з 
~ 


表示 为 一 个 无 穷 级 数 。 如 果 这 个 级 数 收敛 养 有 和 HS WE 
ЖЕ E а. = 5S, 显然 在 这 里 我 们 用 了 同一 个 记号 写 s, 
来 表达 “无 穷 级 数 ”及 “无 穷 级 数 的 和 ”。 当 然 ， 如 果 在 概 
念 上 不 致 混淆 的 前 担 下， 这 个 记号 不 失 为 一 种 简捷 的 记号 。 
下 面 我 们 均 采用 这 个 记号 。、 

1.2 Cauchy 收敛 准则 

由 于 级 数 的 仇 散 性 归结 为 它 的 部 分 和 序列 的 敛 获 性 ， 所 
以 我 们 能 应 用 序列 收敛 的 一 些 性 质 来 研究 级 数 的 一 些 收 久 性 
质 。 通 常 我 们 对 一 个 级 数 的 仇 获 问题 比 之 于 确定 这 个 级 数 的 
和 的 问题 要 有 兴趣 。 房 辟 我 们 将 化 一 定 篇 幅 来 研究 级 数 的 全 
散 性 问题 。 

由 序列 的 Cauchy 上 收敛 准 刘 ， 立 即 可 以 得 出 下 面 的 关于 
级 数 的 Cauchy 收敛 准则 。 

定理 1 (Сашсһу ШШ) ”级 数 u 收敛 的 充分 


而 必要 的 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 正 数 e ， 总 存在 正 整数 六 ， 
使 对 一 切 大 于 NN 的 nx， 不 等 式 

[ааа + паа назр | <e 
HEERA p sr, 

ШЕ 因为 

Uasi tuaga t tua =S, Sa 
故 由 序列 收敛 的 Cauchy 条 件 ， 知 序列 { S。} 收敛 。 反 之 亦 
然 。 


例 1 BASRE p: Е. 
解 un=1/n°, ж 
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= š емде ыл эщ 
t аж 10) (n + 2) 
ИНЕ EOE E. 
(n + p): ^а(п + 1) 
A RE 
(n £ 1)Cn + 2) 
1 


стру. 
ы Ya 2 Дол 
- £ (——— 54) 
РИ l 2 3 


n n+p no 


故 对 任意 给 定 的 e > 0 ， 可 取 N= [1], мом, жі 


正 整 数 /为 何 ， 便 有 |E aa | < ， 从 而 级 数 收敛。 


B2 BRAME е. 


解 由 于 
1 —1 tl 211 
е а УРАГ" 


故 对 上 = kib RORSHEWORN, біз п 之 N 时 对 任何 正 
整数 请 有 | 三 s.a | <1/2 成 立 ( 例如 可 取 尹 = n). W 


而 按 定理 级 数 Б ;发 散 。 
推论 1 AE а, іта, = 0 


这 只 要 在 定理 的 Cauchy 条 件 中 ， 取 p= 1 即 可 。 
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Ята = 0 是 级 数 收 个 的 一 个 必要 条 御 。 我 们 BH 
常 可 以 由 lim ua O REMAR К, MAEN 级 数 收 
敛 ， 仅 有 通 项 起 于 受 的 条 符 是 远 远 不 侈 全 〈《 见 例 2 ) 。 

推论 PREE Italio MEARE и.д, 


这 是 因为 


läng tinag toe tua lS ini | + |ua, s] 


Ф дар!» 


т Сац- 


HAYE š al unl 满足 Caucny 条 件 时 ， =н Ж 
һу. 
当 级 数 Dis ша | REKET FED ua ЦР E А. 


Каре 
WEDER п, WEAR E u 的 每 一 项 4, 均 为 


非 负 ， 则 称 此 级 数 为 正 项 级 数 或 非 负 项 级 数 。 正 项 级 数 的 敛 

区 性 问题 容易 作 一 般 的 处 理 。 国 为 对 于 正 项 级 数 其 部 

分 和 序列 {S。} 是 一 个 递增 序列 ， 故 S.) 的 变化 赵 势 比 
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8. ЕАО AAB СВОИ), A 
BR +o ( 此 时 级 数 发 散 》。 若 系 前 者 ， 只 要 指出 { 5} 
JET BANA REME S.) 为 无 界 。 而 这 些 我 们 
往往 可 以 通过 与 某 个 已 知 收 伍 或 发 散 的 正 项 级 数 的 比较 来 达 
到 。 正 项 级 数 的 很 多 化 散 性 判别 法 都 建立 在 这 个 思想 之 上 。 

定理 2 ( 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ) QE ass E v. 


为 两 个 正 项 级 数 。 若 存在 常数 4> 0 ， 当 n 充 分 大 时 ， 有 
u<Au,. 


D OME оаа, X шй, 


iD ощ ú Rü У.Б. 

这 是 一 个 正 项 级 数 审 伍 的 最 基本 定理 。 由 于 在 微 积分 中 
早已 证 明 过 ， 所 以 证 明 就 不 再 重复 了 。 但 放 者 必须 明 隐 ， 为 
什么 正 项 级 数 可 以 通过 比较 定理 玉 判 定 其 铺 散 ， 而 非 正 项 级 
数 为 什么 不 能 这 样 做 ， 其 原因 究竟 是 什么 ? 

例 1 考察 级 数 
Z 3+sin? (n+1) 

ner 2°+п 
ат, 

解 这 是 一 个 正 项 级 数 。 由 于 


_ 3+sins(n+1) — 4 
O u, = 一 ТӨЗЕ «ә 


TE keo ие. 
应 用 定理 2 有 时 需要 不 等 式 的 放大 技巧。 为 此 我 们 将 它 
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改 述 为 应 用 方便 的 定理 3 证 明 也 从 略 ) 。 
定理 3 《比较 判别 法 的 极限 形式 ) Е a.s E v, 
为 两 个 正 项 级 数 ， 并 且 u ,0。 
iy #iim 0" 10+), Mih Ë ,的 收 伊 可 
Man E и. 


ii) lim ута 1 (>00), ма 5 vs 的 发 散 可 


特别 ， 当 Tim 让 =10<1< +оо, D uE u, 
neto п = anl 


ARAE. 
例 2 研究 级 数 三 sini 与 Ë Atl шашки. 


-1 

R BAS RI Ti 
а /一 >1 (по +оо) 
"уаз ‹ ( n= +оо ) 


所 以 这 两 个 级 数 均 发 散 。 

vy Cauchy 判 别 法 和 D’Alembert 判 别 法 

定理 3 虽然 比 定理 2 实用 ， 但 终究 还 有 不 便 之 处 ， 因 为 
还 需要 去 寻找 一 个 可 与 之 比较 的 级 数 。 下 面 介绍 Cauchy 判 
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别 法 与 DAlembert 判 别 法 。 它 们 从 形式 上 看 只 与 级 数 本 身 
的 项 有 关 ， 而 实际 上 是 与 几何 级 数 比较 而 得 到 的 一 种 判别 
法 。 


(A) Cauchy 判别 法 一 - 设 Ë mA EMAK 
` i) 车 存在 正 数 g < 工 及 正 整数 W， 使 当 m >>N 时 ， 有 
Уа.<а<1, WARE ао 


Н) Зн, У а 21, WEKE u, 
RM 

证 明 

i) 此 时 当 m>N 时 ， 有 u.< q, 因为 三 а° 收敛 ， 
HE ukit 

ii) 此 时 存在 着 无 穷 多 个 ”满足 we> 1 。 因 此 lim ua 
0 。 所 以 级 数 习 us 发 散 。 

(A) ” Cauchy 判别 法 的 极限 形式 一 一 设 


ітд u, = € 


пэ+»ю 


D #ae<1, WERE 4 。 收 全 


iD)  #a>1> MRE 4 ,发 散 
iiD ”车 a = 1， 则 判别 法 失效 。 
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i) 车 a 之 1， 则 存在 正 数 5, Жа +o = q <1 

另 一 方面 由 上 极限 的 性 质 ， 存 在 自然 数 Y， 当 n> 时 ,有 
N u, <a +o =q<1 

ЮА) 2 (і? 

11) 车 a >21, WEEEXO , Ша -5 > 1, 9—20 
面 ， 由 上 极限 的 性 质 ， 存 在 无 穷 多 个 自然 数 nt， 使 

Mui, >a - o =q>1 
此 即 (A) 之 (ii)。 

HD 此 时 无 法 得 出 级 数 收 全 或 发散 的 结论 。 因 为 这 两 广 
面 的 实例 都 是 存在 着 的 ， 例 如 评 IME l. 


(B) D/Alembert 判 别 法 一 设 忌 4 为 正 项 级 数 ,并 
Вн. #0。 若 存 在 自然 数 V， 当 4>>A W, 

i) 存在 正 数 9 а, WEH саст, WAME ú, 
ШЕ 

н) 121, дия а. 

шя (ә. 

(B) D'Alembert Е — 8 5 u, 为 
Ш, J Hurt 0 。 


; 4 4 Шо, = 
0 #1 И =0<1, WE п, 
эте Ша Pes 


ii) glim “2t! 


asso Ha 


=@>1, ШЕ п. 


ii #В<1<а, ДВА. 
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证 明 ”由 上 、 下 极限 的 性 质 ， 很 容易 把 (B*) 归 结 为 (B) 
的 情况 。 详 细 的 证 明 过 程 ， 由 读者 自行 完成 。 


这 里 要 特别 指出 的 是 ， 我 们 不 能 从 lim a>] 


得 出 级 数 发 散 的 结论 ， 也 不 能 从 lim”! В стн 
数 收敛 的 结论 〈 见 例 3 ) 。 


此 外 由 于 ， 
lim са < туу u, «ту u, < lim ж, 
Бе даз 5 ена 


( 见 第 二 章 习题 19 ) ， 故 凡 能 用 D’Alembert 判别 法 判别 
的 ， 用 Cauchy 淹 别 法 也 一 样 能 判别 。 反 之 ， 则 不 一 定 。 所 
以 Cauchy 判 别 法 比 D'Alembert 判 别 法 适用 范围 广 。 然 而 
在 使 用 时 后 者 却 比 前 者 方便 。 

515 考察 级 数 


DDE ata Т h Er ost 
s t a 32t зз вз? 
此 时 
lim® re Ji <1 
TENE aei 
бее ы же. V з= V 2 


故 由 Cauchy 判 别 法 知 级 数 三 ú kar, 18, 


k 


‚оца ; ЖОГ. 
Тіт ?+ 上 = jim 92851 = 1im З = жор 
nət Ца кэ+° Шар kot» k 
k 
imt ; Ps. | 
Тіт "ti jimat = lim 2 = 0<1 
asto Ша k++ Доу ++» Š 


故 D'Alembert 判 别 法 失效 。 
如 果 我 们 能 用 Cauchy 或 D/Alembert 判 别 法 判别 某 个 
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正 项 级 数 У п. Б, MARMAR ЛОЙ ЖЕ 
比 < 1 的 几何 级 数 的 收敛 速度 更 快 ， 如果 能 用 上 述 两 种 判 
MAME ú ,发 散 ,那么 这 个 级 数 的 通 项 必 不 趋 于 零 。 收 伍 速 


度 很 慢 或 发 散 速度 也 很 慢 的 级 数 ， 如 三 L (r>15P< 
1 ) ， 是 不 能 用 Cauehy 判别 法 或 D"Alembert 判 别 法 判别 
8. ФИЙ Ў 1, 为 比较 级 数 ， 我 们 可 以 得 到 另外 的 一 种 判别 
法 ， 即 Raabe 判 别 法 。 但 不 论 哪 一 种 判别 法 ， 其 适用 范围 都 


有 一 定 的 限制 。 当 一 种 判别 法 失效 时 ， 就 要 找 另 一 种 更 为 
“细致 ”的 判别 法 去 判别 。 


з 任意 项 级 数 


зл 级 数 的 绝对 收敛 与 条 件 收 敛 

级 数 的 Cauchy 收敛 准则 ， 虽 然 是 充分 必要 的 ， 而 且 适 
用 于 任何 的 级 数 ， 但 它 不 是 一 个 实用 的 判别 法 则 。 所 以 我 们 
在 § 2 研究 了 最 简单 的 情况 ， 即 正 项 级 数 ， 并 且 与 几何 级 数 
比较 得 到 了 Cauchy 判 别 法 与 D7Alembert 判 别 法 。 但 是 对 
任意 项 级 数 来 说 ， 比 较 定理 不 成 立 。 为 了 能 使 正 项 级 数 的 这 
些 敛 散 性 判别 法 也 能 适用 于 某 些 任意 项 级 数 ( 即 正 、 负 项 均 
可 无 限 次 出 现 的 一 般 级 数 ) ， 我 们 引入 级 数 的 绝对 收敛 的 概 


定义 如 果 级 数 E ju KI МЕН а еа 
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KSO mag а. | 发 散 而 级 数 E a 收 剑 ， 则 称 级 数 
Ыга 


显然 ， 对 于 正 项 级 数 而 言 ， 号 ú,5 E | 4。 | 为 同一 个 


级 数 。 所 以 收 伍 的 正 项 级 数 总 是 绝对 收敛 的 。 
由 定理 1 之 推论 3 知道 ， 如 果品 1а. Иий, M E ua 


必定 收 化 。 当 然 反 过 来 的 情况 是 不 成 立 的 。 但 如 果 E | us 
的 发 散 ， 是 由 于 | u | 0 的 原因 ， 那 么 我 们 依然 可 以 得 出 
ÉE w. 发 散 的 结论 。 因 为 此 时 也 有 ty 0 。 


鉴于 上 述 的 原因 ,我 们 就 有 可 能 利用 正 项 级 数 的 DAlem 
bert 或 Cauchy 判 别 法 来 判断 某 些 任意 项 级 数 的 敛 散 性 。 


定理 4 WE и, 为 任意 项 级 数 。 


i) #a= lim 
азоо 


Hej <1, WARE u, аж 
收敛 


ii) 若 B = lim | Eres 


asto 


> 1 WARE и. ЖЖ. 


证 明 
i) 若 a 过 1， 由 正 项 级 数 的 D'Alembert 判别 法 ， 
mE |. ire АШУ а. са 
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ii) #B>1,W |u 50, Dfiua>0, W En, 
发 散 。 

对 于 Cauchy 判 别 法 ， 也 有 相应 于 本 定理 的 结果 。 

例 1 жиян” т (FY 的 敛 散 性 。 


解 ” 此 级 数 的 敛 散 性 与 x 的 值 有 关 。 当 x> 0 时 ， 级 数 
是 正 项 级 数 ， 当 x 过 0 时 ,级 数 是 非 正 项 级 数 ; 而 x= 0 
时 ， 级 数 是 平凡 的 ， 因 为 此 时 每 一 项 都 等 于 零 。 


Fasen (у. 固定 x ， 由 D'Alembert 判别 法 ， 


有 
ИАР 
В ит |" | ра о, Bo ча еа, m 


Га еу, еа» ч х |/e> 1,80 x |> еў, 
级 数 发 艇 ， 当 | x | = e 时 ,判别 法 失效 。 但 由 于 (二 ) <r 1 ， 
故 当 |x1= e 时， 有 
гө! (06У (67-19 
故 | x | = e 时 级 数 发 散 。 
综 上 所 述 ， 级 数 当 | x овак Сва), ц х Ге 


时 发 散 。 
3.2 Abel 变 换 


我 们 来 考察 形 如 E aab, 的 任意 项 级 数 。 
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首先 ， 将 此 级 数 的 部 分 和 习 ab. 作 一 变形 。 为 此 ， 


А= 0, А„=а,+а;+',+а (n21) 


H 


于 是 有 
= 4:- 4-1 (CR=1，2，…) 


È ab, = Ў lAr- Ar Dbk 
k= +=: 


=> Аб, ~ E A,.- bx 
k=1 


а-1 а-1 
Arbat Z Дра B Abari 
ki kl 


As ba E Ar Crab) (D 


BRODA E ab, 的 Abel 变换 ， 它 与 积分 的 分 部 


f fowlx) 4х = осо dF 


= gG) F(x) We (2) 


RAM COPRA НОЧ РС) Сх), Т (Б, bO 
兴 于 dg(x)。 


AROA È anba 的 部 分 和 序列 S,= E a, b 


DERMEI Aba JAG- E A uibo } 
之 和 ， 启 以 如 果 能 给 出 这 两 个 序列 收敛 的 条 件 ， 那 么 也 就 相 
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当 于 给 出 了 使 {S。 } 收敛 的 条 件 。 下 面 介绍 的 Dirichlet 尖 
别 法 和 Abe1 判 别 法 就 是 由 此 出 发 而 获得 的 关于 级 数 Е ab, 


收敛 的 判别 法 。 
3.3 Dirichlet 判 别 法 与 Abel 判 别 法 


定理 5 (Dirichlet) RE a, 之 部 分 和 4。 有 


Fes JË B Aba) 为 单调 并 趋 于 零 ， 则 级 数 E a b t, 


证 明 4А„=а,+а,+++а„(п2> 1), А„= 0 
由 定理 条 件 ， 存 在 正 数 M ， 使 对 一 切 m， 有 |AlSM, А 
Тј 4.6. 0, (п +оо), 


Татар р Í| E А-5) | 03k 9 
k=1 


性 。 为 确定 计 ， 假 定 (b. ) 为 单调 减少 地 趋 于 零 。 于 是 有 
ТА Фуа =b) | KM (у brs) 


而 E (%—Бк1) = lim (br 6а.) 
k=1 пэ+ = 


= lim(b, —бь,1) =b; 
ВШ 5 Аъ, - bo) 绝对 收敛 。 亦 即 序列 | È A 
ъа са. Mite h Abera (1), ESI 


[Ë o] wa, Алта È a.6。 收 全 。 


众所周知 的 Leibniz 交错 级 数 收敛 定理， 可 作为 本 定 
理 的 一 个 直接 推论 。 
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定理 6 CAbel) PAME o Ш, (5.) M M 


БЕЖЕ), Иа. 
证 明 由 条 件 ， 知 Abel 变 换 式 (1 ) 中 的 序列 { Ab, ) 
tk, ШЙ [E А, саво | ЖЕЙДЕ, ы 


定理 5 的 证 明 相 同 。 故 {> ар}... We. Boz 
义 ， 级 数 павя, 
例 1 由 于 
дїп ® E sin &x = cos“ —cos2 n + 1 ç ` 
2 5-1 2 


ШЖ мх арт (ppEZ) 时 ， 有 
|Ë sin kx | <t /|sin zl 
R | 
( 同 理 可 证 ， | È cos kx [<+ / sin zl: хе 2 bx) 
而 当 x* = 2 px BF, sinkx= 0, # 
D 对 一 切 x， 级 数 En kk (Dirichlet 
判别 法 ) o 


iD 对 一 切 x， 级 数 E (1+5+-+1) sioi 
asl 


n 
W (BEE нь. D 1 / п MRD WATE) 

一 般 而 言 ， 如 果 { 5 。} 单调 减少 地 趋 于 零 ， 则 级 数 
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三 ba sinnx X É h x kd TIA È b.cosnx 只 能 当 
X 关 2kT 时 收敛 。 

Abe1 判 别 法 实际 上 是 Dirichlet 判别 法 的 一 个 推论 。 
FRE HH E a, Шй, FAE av В К Ф 


limb.,=b, Mjlim(b,-b)= 0， 考察 级 数 5 а„(б„—0), 
arte + a 


由 Dirichlet 判 别 法 ,此 级 数 收敛 。 然 而 由 于 三 а, 
каж. 

È aba = Saba -b) +b È as 
Wak at, 


8 4 绝对 收敛 级 数 的 性 质 


条 件 收敛 的 级 数 与 绝对 收敛 的 级 数 之 问 ， 究 竟 存 在 着 哪 
些 本 质 的 差别 呢 ? 我 们 可 以 简单 地 说 ， 绝 对 收敛 的 级 数 ， 从 
类 种 意义 上 说 ， 信 了 有 限 和 的 某 种 特性 ， 而 条 件 收敛 的 级 
数 ， 则 失去 了 这 种 特 i:。 我们 将 从 项 的 可 交换 性 与 级 数 相 乘 
时 项 的 可 分 配 性 这 两 方面 来 阐述 这 个 特性 。 

аЛ 绝对 收 剑 级 炒 关 于 项 的 可 交换 性 

我 们 知道 ， 对 于 有 限 项 的 和 ， 在 求 和 的 过 程 中 与 相 加 的 
次 序 无 关 〈 即 具有 项 的 可 交换 性 ) 。 对 于 级 数 的 和 来 说 ， 它 
从 有 了 眼 项 变 为 无 限 项 ， 是 否 还 保持 这 个 特性 呢 ? 换 名 话说， 
如 果 把 级 数 的 项 ， 次 序 打 乱 ， 重 新 构 序 ， 会 不 会 改变 级 数 的 
收敛 性 与 和 数 呢 ? 我 们 说 ， 在 一 般 情 况 下 ， 和 数 将 会 改变 。 
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OM RAEO 工 ) :十 。 这 是 一 个 收 全 但 非 绝对 次 化 的 
级 数 ， 而 且 有 和 为 1n 2, #4 


1 
4=1- 5+ saig o (1) 
H. 
1 £ 
5 А= 0 ++ 0-7 +0 +2 - (2) 
D Са) НД, 18 
ОЕ К 1 е ИРЕ 


РА зэБтаА2 Э 


(3 ) 是 (1 ) 的 重 排 (或 称 是 (1 ) 的 一 个 更 序 级 数 ) ， 然 而 它 
们 有 不 同 的 各 。 
对 于 绝对 收 仇 级 数 ， 情 况 就 不 同 了 。 它 们 具有 项 的 可 交 
的 性 。 我 们 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 7 绝对 收敛 的 级 数 具 有 项 的 可 交换 性 。 
证 明 
D 先 假定 E u 。 是 正 项 级 数 ， 并 设 它 有 和 为 S， 任 


总 交换 它 的 项 ， 得 到 一 个 新 的 正 项 级 数 并 u。， 我 们 证明 


为 此 ， 设 v=wus,， 其 中 (ki，ks，…k.，…) 是 (1， 
2 ，…， nn，…) 的 菏 个 置换 。 固 定 n， 考 察 二 v. 的 部 分 和 


тЫ +щ H+ Hk, 
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4Ё=шах {kis kos "° hk.) WE 
S'a KS <S 


故 单调 增加 数列 { 54 } 有 界 ,从 而 收敛 。 按 定义 ,级 数 E va 
Ш, Ф 57, В. 5765. 9—27, 级 数 É u, 


Л E u ,的 一 个 更 序 级 数 。 因 此 按 刚 才 证 
明 ， 亦 有 SS'， 从 而 有 S= 5, „ 
iD 现在 假定 E u ,是 任意 项 级 数 ， 但 按 定理 假定 ， 


ЖУ 1а, 9, 
令 


us| +u lua! -u 
= us| tus, 及 v= + A 


v. 
BRARD v5 E bn, 都 是 正 项 级 数 ， 并 且 uss1u ,|， 

ш. < п, |， 所 以 由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ,级 数 二 v. 
5 E u, WRN (KRE P v. u 的 一 切 正 项 所 成 
的 级 数 ， 而 E o, 是 三 u 的 一 切 负 项 变 号 后 所 组 成 的 级 
ж), жи. =. -os， 故 由 级 数 的 运算 性 质 ， 知 E u 

=È (Cow) = E 04- E ш, C 比较 定理 1 
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的 推论 2 ) 。 
Ë E u ЖУ ww/ 的 任意 一 个 更 序 级 数 。 于 ku = 


0,7-0,7, MPAA E о. ЕЛИ Е о. 的 更 序 
级 数 ， 级 数 三 wa REDKE E 1 的 更 序 级 数 ,所 以 

È va = Е 0, È 
从 而 


E uss X (Vva-Wa) =E va- E W, 
n=l a=1 a=1 


= йү 证 毕 
顺便 指出 ， 如 果 级 数 E ua ЧО Вр, IE 么 级 数 


Е. 5 Пи, 都 必须 是 发 散 的 。 


最 后 ， 我 们 还 要 介绍 有 关 条 件 收敛 级 数 的 一 个 很 有 趣 的 
结果 ， 即 对 任何 一 个 条 件 收敛 级 数 ， 我 们 总 可 以 把 它 的 次 序 
打 乱 重 排 ， 使 经 过 更 序 的 这 个 级 数 收 和 剑 到 任何 事先 指定 的 实 
数 S 或 定 号 的 无 穷 大 。 


我 们 首先 对 5 是 有 限 的 情况 来 证 明 。 设 ú 。 是 条 件 收 


SAM. E v 与 Ёш. 的 定义 如 前 。 按 级 数 的 性 质 ， 它 们 
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BERK. MH E vs= + co 与 E tr = +co， 但 由 于 
E uA BAVO, ws 一 0 Cnet), 


首先 ， 从 级 数 Dot RURUN hO, Вох h MZ 


和 各 刚刚 超过 S， 换 句 话说， 选取 &,， 使 
uv, +03 +e +u >S 而 


v: tugt то S 
按 下 去 ， 从 级 数 工 ze 中 按 次 取出 前 m; 项 ， 使 前 面 取出 的 


k, 项 之 和 与 这 mm 项 之 和 之 差 刚刚 小 于 S， 换 句 话说， 过 R 
m 使 


Wi +; + tok J- (W, +ш + +ш,,)<5 
(v1 +0 + tv) Cw +ш + ша 1025 


此 后 .重复 地 按 上 方式 ， 加 上 一 v ,的 一 些 项 然后 减 去 Lw у 
项 ,使 加 上 ;的 项 之 后 ,其 总 和 刚刚 超过 S， 而 减 去 mwi 的 项 之 


后 ， 其 总 和 刚刚 小 于 S。 因 为 Ë vt Ë w 均 发 散 ， 所 以 
以 上 每 一 步 ， 都 是 可 行 的 。 从 而 得 到 级 数 


(ш, +оо + tuk )—(ш + twa |) + 
+ (ок үа to ) ~ (Wa ttt 


+ wa H (1) 
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显然 级 数 ( 1 ) 的 部 分 和 与 的 偏差 不 超过 nt; 或 msi ， 
从 而 是 趋 于 零 的 。 所 以 级 数 (1 ) 收 敛 。 这 个 级 数 去 皂 括 
号 ， 便 是 n 的 一 个 更 序 级 数 。 因 为 每 个 括号 内 的 项 都 同 


号 ， 所 以 去 括号 后 仍 收 敛 〈 见 本 章 习 题 3 )， 并 且 与 级 数 
(1 ) 有 相同 的 和 。 

其 次 ， 设 5 为 定 号 无 穷 大 。 为 确定 计 ， 假 设 S = +оо, 
这 时 ， 可 事先 选取 一 个 单调 增 递 且 发 散 到 + ce 的 正 数 序列 


(AY. Жой, A E u 中 依次 取出 前 请 项 ， 使 
Wi ++ вок) ш>, 


接 下 去 ， 取 Rs >Р, ЭРЕ 


(о + оа + ок) =W, Hk a te 


+ vt) = W:>A: 


由 于 Eos + ce， 所 以 上 述 要 求 总 可 以 满足 。 一 般 地 ,可 取 
22а» 使 


(u; +o, + — + 2.1) - 01 + (Со үз +e 
РЕ TEE, 

Wa D An 
如 此 无 限 地 重复 上 述 过 程 ， 便 可 得 到 E 4 .的 一 个 发 前 到 


+ co 的 更 序 级 数 。 

这 个 结果 是 属于 Riemann 的 。 通 常 称 为 条 件 收敛 级 数 
的 Riemann 重 排 定理 。 

4.2 级 数 的 乘法 
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RE п, 与 并 为 两 个 收敛 级 数 。 我 们 已 经 知道 ， 丙 
个 收敛 级 数 可 以 相 加 ， 而 且 我 们 普 把 级 数 E u, = Б Cua- 
+ 9, ) 定义 为 这 两 个 级 数 之 和 ， 并 且 进 一 步 证 明了 E Gu, 
UDs БШ, + Ë ws ， 我 们 也 定义 了 级 数 与 数 的 乘法 ， 
并 且 订 明了 с.( Š u ) = Š Cmo 

现在 我 们 来 定义 两 个 级 数 的 乘法 。 仿 照 两 个 有 限 项 和 相 
乘 的 法 则 ， 我 们 考察 这 两 个 级 数 的 项 之 所 有 可 能 的 两 两 明科 


之 积 uiv;《 i，j= 1，2，… )， 并 把 它们 写成 如 下 无 穷 矩 
阵 形 式 


如 何 来 作 (1 ) 的 从 项 之 和 ? 实现 这 一 求 和 的 手段 当然 是 
多 种 多 样 的 。 我 们 可 以 随意 地 把 这 些 项 与 自然 数 集 N 建立 起 
一 个 一 一 对 应 的 关系 ， 然 后 把 它们 按 自 然 数 从 小 到 大 的 次 序 
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按 次 相 加 。 在 4.1 中 ， 我 们 已 经 阐明 ,任意 一 个 级 数 是 不 一 定 
具有 项 的 交换 性 的 。 所 以 这 样 求 出 来 的 和 ， 就 可 能 会 各 种 各 
样 。 究 竟 E w 与 E e, 要 满足 怎样 的 性 质 ， 才 能 使 无 穷 
阵 (1 ) 的 元 素 可 以 按 随心 所 欲 的 次 序 求 和 而 和 数 不 变 ? ЕШ 
的 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 8(Cauchy) PE u, 5 Ë 都 绝对 收敛， 并 
设 它们 的 和 分 别 为 UU 与， 则 它们 各 项 两 两 之 积 wi 
《i,j= 1 ，2，…) 按 照 任何 方式 排列 所 构成 的 级 数 也 绝对 
收敛 ， 并 且 有 和 为 U V, 

证 明 

i) 设 wi， ws，…，ws，… 是 (1) 中 元 素 的 一 种 

随意 排列 ， 并 设 wk =ui， г, ЖЖ E wl ЭКИИ, 
是 它 的 部 分 和 ， 即 


„= Elwl= E |v al 


Us= Ë lude V.= Ë losl 
由 假设 ， 存 在 常数 K ， 使 对 一 切 n%， 有 

U<K Ж.К 
m 


А = тах { 11, ту} 
1<k<a 


显然 
Из (ш + luil tt lm!) Gorj t joz] + 
+10) = 0 VKK? 
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BAHE lule, MT E шл. 
因此 推出 ，(1) 按 任何 次 序 构 和 号 o (E oE 


E w 的 一 个 更 序 级 数 ) 也 绝对 收敛 ， 并 且 有 同一 个 和 。 


ii) 现在 证 明 ( 1 ) 按 任何 次 序 构成 的 和 等 于 乙 V. 
既然 ( 1 ) 的 构 和 与 次 序 无 关 ， 我 们 不 妨 考察 一 种 特殊 的 
和 


Eba = ноу +005 +002 +020: 
ni 


十 03 二 2sDs 二 Usys 十 03D2 
+tus2;i + Hu Uk HUU, +e 
Tuku + (2) 


为 了 计算 本 6。， 我 们 按 “正方 形 ” 的 方法 ( 见 直 1 ) 对 
E b. 适当 添加 一 些 括号 ， 得 到 级 数 。 


У са = шуо; + (uv +0205 + цоо) 
aml 


+ (9:03 +U2U3 TusUs +U: 
+изд) + + (U Uk цоор + 
жик) ++ 


因为 E b. eak, MAE c, б, HLS E b. AAR 
的 和 。 今 分 别 用 C.. U, МУ НЕШЕ с, Быз 
局 的 部 分 和 ， 则 有 C。= 避 。, 六。， 从 而 有 
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ена Поз маа ы 
换言之 ， 有 
Eb.=U.V 
同样 ，( 1 ) 按 其 它 任意 方式 构成 的 和 也 为 可。 灰 
1 2 | ` Sag Eo ii 


= 
| | | | 
| 4101 8u:Us | MiVs ene | utk [+5 
1—- | ! | 
i Н | 
! 1 | | 
{ошо шоог ий; еее шюр | 
! -一 | 
I l 

Way изо: шд озен | о шю ieee 

! 


ULU, Uz цз цок 


em НЕНЕН 


#1 
在 实现 (1 ) 的 和 中 ， 除 了 上 面 讲 到 的 “正方 形 ”法 外 ， 
通常 还 有 一 种 “对 角 线 ”法 的 求 和 。 它 是 在 (1 ) 中 先 作出 各 
条 对 角 线 上 元 素 之 和 ( 见 表 2 ) ， 并 把 第 n 条 对 角 线 上 的 和 


记 为 cv= E vain ЖОН Ж RAM E cns Ш 


- = a 
B с, =); Ушао, к. =й10, + (u U, 
ат aml k<i 
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tuzu) ++ (U Uk + шоок To 


+u) + 


AWE с, 称 为 号 sç 5 E o, Cauchy RR, 


= 
4101 ц102 VEKE] i “Uk 
4 
u0; 29: UUs + цар 
V 
0301 из02 из0з LEKAN ыы 
V 
шу, UU: UkVs WkUE 
1 
k2 
ШЖ © и, у о, 非 绝对 收敛 ， 那么 Cauchy 定 理 就 


不 成 立 。 这 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 。 
ША 考察 条 件 收敛 级 数 


У ц z P G ADSL pa 


acı azi V n 


Е ni_ 1 .... 
çs 13 Sar 


1 


EE £ t... 
V2 v3 


然后 考察 它 自身 相 乘 的 Cauchy 乘 积 。 此 时 


a 
Ca = E uvta-k+1 
ksi 


ке 1) 2-k+1)-1 
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(Gar 0-8 
k= AR rr 


to аа asr ee = 
Ca AR sn ЗП 


由 于 1<h<n, 所 以 & (n-h+ 1) <t, ВЕЖА 
和 式 之 每 一 项 均 大 于 工 ， 从 而 |cs|>> 1 MUAR E с. ж 
й. 

然而 对 Cauchy 乘 积 有 如 下 定理 。 

定理 9 (Mertens) UE OR E n5 E о, 
并 且 两 者 至 少 有 一 为 绝对 收敛 ， 则 有 


E e = (Баман) 
2.el п=1 k=l 


以 及 令 
V.=V- a, 
于 是 有 as 一 0 (поо), WKE limS, =U + V 
显然 
5, = ш Vantu Ив вао ви а 
=u, (И- а.) +000 а) + + 
Un-i(V аз) +0, V-a) 
=U, V- (U Qantu ng + ца р) 
=U V-B. 
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ЯНВ. = а.а, +09, tta J PUVUN, 
故 只 须 证 明 B ,一 0 (поо) 。 


因为 Ë и. 绝对 收敛， 故 可 设立 | as |=U， 因为 a。 


一 0 ， 故 对 任 给 意 定 的 e 之 0 ， 存 在 Ni， 当 m>>Ni 时 ， 有 
|a,|<e/2U, 


[Bal S]; un +@,‚ шь. Ж а зу Ha-N +i 
ÌON sr Uan HHA an) 
«(ба +e + [о к, Dmax(|u,]s “> 
+ [unon si|) +тах([ам 15 ++, 
Ja al) (uj l tet | unn) 
«(а |+ + ах, |)тах (|, |], с» 
| unan s1 |) + e /2U +U 


=(|e,[|+- + [а а, Dmax([u,]> “o 


ua-N G |)+ e/2 
HEN ， 又 存在 Y:， 使 -Ni+1l>N， 且 V:>Ni 时， 
有 
e А 
аттата р 
#OMn2N, +N - 1 A 
€ Е 
IB |<, коте 
证 毕 。 
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$ 5 函数 序列 及 其 一 致 收敛 性 


51 点 态 收 敛 与 一 致 收敛 

本 章 一 开始 ， 我 们 研究 了 数列 与 常数 项 级 数 。 这 一 节 与 
下 一 节 ， 我 们 要 以 数列 和 数 项 级 数 为 基础 ， 研 究 函 数 序列 与 
函数 项 级 数 的 性 质 。 

设 {f,(x)} 是 定义 在 某 个 实数 子 集 E 上 的 、 以 x 为 
变量 的 函数 序列 。 固 定 x。， 这 个 序列 便 成 为 普通 Wk 列 。 因 
Ж Л } 对 于 已 中 的 某 些 点 可 能 收 贫 ， 而 对 另 一 些 点 
可 能 发 散 。 

如 果 对 EE 的 每 一 个 点 x，{ f(x)} ЖЫЙ ЭРЕ 
极限 为 1(x)， 显 然 这 是 定义 在 E 上 的 一 个 函数 。 这 时 我 们 就 
记 成 

f(x)= т f(x), x€ E 
并 称 С) 是 函数 序列 { /. ) 的 极限 函数 ， 或 者 说 ，{ 7 } 
ЖЕБЕ ЯУ. 

但 是 ， 如 果 我 们 把 函数 序列 的 收敛 问题 仅仅 停留 在 点 态 
的 收 剑 上 ， 事 物 就 不 会 前 进 了 ， 因 为 我 们 用 以 前 学 过 的 知 
识 ， 完 全 可 以 解决 这 一 问题 。 然 而 很 多 有 趣 的 问题 却 随 之 而 
生 。 例 如 ， 如 果 (/.) 的 每 一 个 函数 ， 都 具有 某 种 性 质 ， 
诸如 连续 性 ， 可 微 性 ， 可 积 性 等 ， 那 么 在 什么 条 件 下 才能 使 
极限 函数 也 “继承 ”这 种 性 质 ， 并 且 可 以 与 极限 的 运算 交 
HU? 举 个 例 来 说 , 如 果 f.(x) 一 f(x)， 并且 对 某 个 
x € F, f(x) 都 在 此 点 连续 , 亦 即 如 果 Ж lim faas 
fxm 1,9,5), 要 间 什 么 时 候 f(x) 在 xo 也 连续 ? 
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也 或 是 说 ， 何 时 亦 有 1imf(x)= f(x;) 呢 ? 要 是 极限 函数 


f(x) 具 有 这 个 性 质 ， 那 么 便 有 等 式 
lim limf, (x)= f(x0)=1imf, (xo) 


эхо» 


=lim 1їт/„(х) 


asto K+*x0 


这 样 一 来 ， 运算 Lim 与 运算 1im 的 次 序 便 可 交换 。 这 对 于 研 


究 问 题 或 进 生 计算 无 疑 均 会 带 来 黄 大 的 益处 。 
再 璧 如 ， 如 果 f a(x) 一 f(x) (x EE)， 并 假定 对 每 一 个 
n，f 了 n(xX) 均 可 导 或 均 可 积 ， 是 否 必 有 


limj。'(x)=f'(x) 或 者 umf л, fiy 
亦 即 是 否 必 有 
lim d у.) = [umo ] 


asto dx 


或 者 必 有 
Lim f’ fs -f ит /, 


成 立 呢 ? 
当然 ， 一 般 而 言 上 述 结论 都 是 不 能 成 立 的 。 这 一 点 可 以 
从 下 面 的 例子 看 出 。 
例 1。 在 [0，1 ) 上 考察 函数 序列 f,(x)=x" 
(n=1, 2,.…)。 
有 
1 x=1 
f(x)= limf,(x)= { 

„эче 0 x#1 
显然 其 中 每 一 个 函数 f,(x)=x* 在 (0，1 J] 上 都 是 连续 
的 ， 但 是 极限 函数 (x) 却 在 x = 1 不 连 线 。 亦 即 有 
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lim lim f, (x) # 1im lim f, (x) 


1- + воне въ 
{42 Bfn x х)", x€ (0, 1), 
由 于 对 每 一 个 xE (0, 1), 9 
lim f.(x)= 0 = f(x) 


故 得 
Ju QI umfcods= о 
然而 ， 
f faena 人 x(1 -x)"'dx= "а-о tdt 
2 2 2 
ji ar T 9 (n+ 170097 с: 
从 而 有 


пт 人 f= 1# 0 -f limf, 


ГЕТЕ a+ 


sinnt. (= 1, 2. xER) 于 
Уп 


5 Bf) 


是 对 每 一 个 xER， 有 
f(x)= limf, a(x)= 0 
故 f' (x) 三 0。 
另 一 方面 ， fa (x) = (818, 7 y =y ncosnx, 因 而 
To 
чистые f." ORTER C 见 图 22 )， 从 而 
d 


tim 4. fao ж 1 ( im faco ) 
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图 22 


由 此 可 见 ， 欲 使 上 述 出 现 的 运算 具有 交换 性 ， 必 须 对 函 
数 序列 有 比 点 态 收敛 更 强 的 要 求 。 为 此 我 们 引进 函数 序列 一 
致 收 全 的 概念 。 
定义 设 {f,(x)} 是 定义 在 某 实数 子 集 王 上 的 Ж A 
序列 ， 并 且 点 态 收敛 到 /(x)。 如 果 
lim sup |fa(x)- f(x) = 0 


asto xEE 


则 称 序列 { 7。} 在 已 上 一 致 收敛 到 /。 

记号 supl f(x) = g(x) 有 了 时 也 记 成 1f-91。 它 表示 
定义 在 EE 上 的 函数 (有 界 函 数 或 连续 函数 ) 所 成 的 空间 内 ， 
元 素 / 与 9 之 间 的 “距离 ”。 而 记号 |。 上 则 称 为 “ 范 数 ”， 
它 与 实数 的 绝对 值 有 入 仿 的 意义 和 性 质 。 

5.2 与 一 致 收敛 定 义 等 价 的 其 它 条 件 

定理 10 У. ЕЕ Е СРС), НАХ 
当 对 任意 给 出 的 e 0, ЖИР ЛЕ E ЖУ, 使 得 当 n 之 N 
时 ， 对 一 切 的 XE ， 都 有 不 等 式 
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If.(x)- fix) £ 
IÈ Lo 
证 明 (7, ) орек, ДАЕ еро, AE 
N, “n>N, A 
supl fax) -fOe 


从 而 对 一 切 的 xE 巨 ， 当 "之 N 时 ， 有 
{Ою = РО зир 17.) f(x)!< e 
x€ 


反之 ， 设 定理 条 件 满足 。 即 对 任意 的 e 之 0， 都 存在 
V, Ми> М, XF—DJgx€ E, Ж 
1х) = f(x)|< е 
于 是 有 
supjf"(*) – 70) |<е ， Cn>N) 
此 即 1im l/.-fl=0. 
定理 中 的 条 件 ， 有 时 也 用 来 作为 函数 序列 一 致 收敛 的 定 
义 。 其 实 ， 由 熟知 的 Cauchy 收 和 敛 原理 ， 我 们 还 可 以 给 出 一 
致 收敛 的 另 一 种 等 价 定义 。 
定理 11( Cauchy) ({/,(х) } #£E E—# 30 0ч 
且 仅 当 对 任意 的 8 220, FEN, а>, KER 
оС) f.(x)|< е 
Г ЕЗЕР Pr Их € ЕЗ. 
证 明 设 {f，} 在 已 上 一 致 收 伍 ， 并 设 其 极限 Sñ ЖО 
/xz)， 于 是 对 给 定 的 >0， 存 在 Y， 当 "YN 时 ， 对 一 
U< € E, Ж—1Д1ЕЗ# p, # 


FCD Јо < e /2 K Ifas- РО) < e /2 
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Ж РС) = /«(х)|<)/»+›(х)— f(x)] 
+ IFD- fGOo |<; + х = Е 
Bz» ЖИ е0, FEN, п>, К x€ E 
如 何 ， 也 不 论 p 是 怎样 的 正 整 数 ， 恒 有 
рб) f.(x)|< е 
于 是 对 每 一 个 xEE，{ f(x) } 都 是 Cauchy 数列 。 所 以 
(f.Cx)) 点 态 收敛 。 不 妨 设 1im Р.) = f(x), 
ЖЕЖ, п, Фр +оо, ДИФ 
[f(x)- е. 0х) |< е (n>N, хЄЕ) 
从 而 得 
supl f= fa< e 
H e 的 任意 性 ， 即 知 { /„(х) } 在 E 上 一 致 收敛 到 f(x)。 
例 4 考察 函数 序列 /.Cx)= xaa, Æ (0, 1] 
上 的 一 致 收敛 性 。 
解 НИТ, аср 
1, х= 1 
f(x)= { 
0› x% 1 
显然 有 1 f.a- = 1 (й=1,2,)„ MA ( x") #EC0,1) 


л-во, (RW r= pi > Жш Л.с) fo] 


= ро) = 1e о 可知 { f(x) ) 不 一 致 收敛 到 7(x) ) 


然而 (x° } 在 任何 [0，5](0<0<1) 的 区 间 
上 是 一 致 收敛 的 。 证 明 由 读者 自行 完成 。 
例 5 研究 函数 序列 
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f Сбн (п= 1, 2%, х ЄВ) 


的 一 致 收敛 性 。 


解 “ 对 每 一 个 xER，/,(x) 点 态 收 全 到 /(xz)= 0 ， 并 且 
lfa- f1 =sup Í [xz 村 


1 +nix2 
ӨҢ Ус: ЈА о eS 
"Лү +п?х? [ыз 2n 0 
(п + co) 
所 以 { f，} 一 致 收敛 于 f= 0 。 
5.3 ”一致 收敛 与 连续 性 


定理 12 设 (f.Cx)) Е Ca, b) В-х), 
如 果 对 每 一 个 %"，f,(x) 都 在 xo€ (а, 5] 连续 УС) 
在 x 连续。 
证 明 由 {f+} 的 一 致 收敛 性 ， 故 对 任 给 的 :>>0， 存 
在 和 NN， 使 对 一 切 的 xE (a, bJ), Ж 
[fxCx)—f(x)!<e/3 
因为 fx(x) 在 x 连续 ， 所 以 对 上 述 的 E, 存在 xo 的 一 个 8 - 
Ф850 (хоз 8 ) ， 使 对 一 切 的 xE€O(xo;68) 由 Cas bA 
Ifn(x)—fn(xo)|<e/3 
故 当 xEO(xos ӧ)П Са, bJ ARER 
FOD- }0хь)|<1/(х)-/ң(х)| + (С) 
—fx(x.)| + |/и0(хь„)—/(х,) ! 


<є/3+є/3+є/3=є 
按 定 义 ，f(x) 在 x。 连 续 ， 并 有 上 且 有 


lim 1imf,.(x)=1imf(x)=f(xo)=1imf,(x, 
0 аз+= хк 
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=lim lim/,(x) 


32+> x>xg 


5.4 一 一 致 收敛 序列 的 积分 
定理 15 设 { fu,(x) } 为 有 界 闭 区 间 [c， b) 上 的 连续 
函数 序列 ， 并 且 一 致 收 僵 到 f(x)， 则 有 
ит] fodi | ишу, сат = | fdt 
(с, x€ (a, b)) 
证 明 由 定理 12， 知 F(x) 为 Co， b) 上 的 连续 函数 ,所 
AB drte х {S.C } в, й 
对 于 任意 给 定 的 e>0 ， 存 在 NW， 当 nmPN 时 ， 对 一 切 46E 
Са, b), H 
Ifa- f()|<e/(b-a) 
因而 当 n 之 和 时， 有 
оа - firar] 


E (х 
<| EAD- atl 


这 个 不 等 式 不 仅 证 明了 人 7。(Ddt 收 剑 到 | repa, in ж 
证 明了 收敛 是 一 致 的 。 

定理 13 说 明 , 对手 一致 收敛 函数 列 的 积分 来 说 ,极限 与 各 
分 这 两 种 运算 的 次 序 可 以 交换 。 但 一 致 收 全 只 能 是 实现 这 一 
点 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 。 例 如 fnCx) = x" 在 (0, 1) 
上 点 态 收敛 到 


тоо; {9° х #1 


1, х=1 
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我 们 已 经 证 明 过 ， 收 敛 不 是 一 致 的 ， 但 仍然 有 
lim (.ооах=|\/ооах= 0 


5.5 一 致 收敛 序列 的 微分 
定理 14 j (f.Cx)) 是 在 [ae，8] 上 有 定义 并 且 有 Ж 
续 导 数 的 函数 序列 。 如 果 在 [ac,， b) Е, AORDI A 
fx)，f (x) 一 致 收敛 到 g(x)， 则 
i) {fa} E Са, b) Б-У x) 
11) JODE Са. b) ЕИ; 
iii) limf,’ (x)= f'(x) 
证 明 BD (f.' (х) } 一 致 收敛 到 g(x)， 并 且 对 每 一 
个 n，f (Xx) 连续， 故 由 定理 12， 知 gE€C1。,。1。 
又 出 定理 13， 及 本 定理 给 出 的 条 件 ， 有 
[ооа [im fa Ddt=1im [fe Wat 
=lim (fa ба) fala) ) 
=/(x) f0 (°) 
上 式 左 端 是 x 的 可 微 函 数 ， 所 以 f(x) 亦 为 x 的 可 微 函 数 , 此 
即 ii)。 
式 (，) 两 端 对 x 求 导 ， 得 g(x)=f'(x)， 此 即 iii)。 
由 于 
FDS fay + F са! бю 


然而 从 定 再 13 的 证 明 过 程 看 出 ，|”f оа жд дй 


Гоол и CDdt= 了 (x) - fa) ,而 且 收敛 是 一 致 的 。 所 
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DUH (+ ORMA OBEAS, ЫШ), 证 毕 。 
§ 6 函数 项 级 数 及 其 一 致 收敛 性 


6.1 函数 项 级 数 及 其 收敛 的 定义 
定义 1 设 {u,(x) } (nZ 1 ) 是 定义 在 某 实数 子 集 妃 
上 的 实 函 数列 ， 我 们 相应 地 构造 另 一 函数 序列 
Sn(X) = ш, (х) +u x) + +ua(x), 
(n=1, 2...) 
称 函 数 序列 的 偶 ( ао), (00 }) 为 函数 项 级 数 。 
其 中 每 一 个 xs(xz) 为 此 级 数 的 项 ， 而 (s.Cx) } 则 称 为 此 级 
数 的 部 分 和 序列 。 级 至 ({us(x)}，{ssCx)}) 也 通常 
简 记 成 
Хиба) шщ (a) шаб +++) L) 


定义 2 。 称 函数 项 级 数 ( ) EE И СОЙУШ, — 0 
KIO 于 fx)， 当 且 仅 当 它 的 部 分 和 JE 列 { sw(x) } EEE 
收敛 ( 相应 地 ， 一 致 收敛 ) 于 f(x)。 

6.2 ”一 致 收敛 级 数 的 性 质 

从 以 上 定义 可 以 看 出 ， 洒 数 项 级 数 的 收敛 (或 一 致 收 
O 与 否 ， 完 全 等 价 于 它 的 部 分 和 序列 的 收敛 (一致 收 仇 ) 
与 否 。 因 此 ， 由 定理 12、 定 理 13 以 及 定理 14， 我 们 可 以 相应 
地 得 到 有 关 函 数 项 级 数 的 定理 如 下 。 

定理 12′( 和 函数 的 连续 性 ) 8 E ns Go) fE Cab) 
上 一 致 收敛 并且 对 每 一 个 %, us(x) 在 xo€ Са, b) £ 
续 ， 则 它 的 和 函数 1(x) 也 在 xX。 连续。 
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Cauchy 在 《Cours d'Analyse》 一 书 中 ， 首 先 提出 
了 与 此 类 似 的 命题 ， 但 他 没有 强调 一 致 收敛 的 要 求 。 所 以 他 
的 结论 是 不 正确 的 。 尽 管 Cauchy 在 后 期 已 经 发 现 了 自己 的 
这 一 错误 ， 但 从 这 里 可 以 历史 地 看 出 ， 这 位 伟大 的 分 析 大 
师 ， 在 当时 还 没有 认识 到 一 个 以 连续 函数 为 项 的 级 数 其 和 竞 
可 以 为 不 连续 ， 后 来 ，Abe1 指 出 了 Cauchy 的 这 一 疏忽 ， 
并 且 给 出 了 一 个 反例 。 事 实 上 ， 级 数 


sinx- зіла ха Bsin gx 


的 每 一 项 都 是 连续 的 ， 但 它 的 和 函数 却 在 x= (2k+ 1 ) x 
CREZ) 处 不 连续 (读者 容易 验证 ， 此 级 数 便 是 在 - 工 < 
<<x 上 取 值 为 半 并 以 2r 为 周期 的 函数 f Go 2 Fourier Jë 
开 式 ) 。 

RMI 逐 项 积分 ) E а.) £ Ca, b) 上 一 


БОКСЕ Сх), ЗЕН п, и. Сх) ТЕ Са, 8] 连续 ， 

则 
(5 о) а= È аа, 

(с, x€ (a, b)) 

如 果 把 定理 中 关于 wu。(x) 为 连续 的 条 件 减 弱 为 u,(x) 在 

Са, b) 可 积 ， 结论 仍 可 保持 〈 见 第 六 章 习题 8 ) 。 但 如 果 

去 掉 一 致 收敛 的 假定 ， 则 结论 就 会 失真 。Cauchy 在 叙述 这 

个 定理 时 ， 像 上 一 定理 一 样 ， 重 蹈 了 忽视 一 致 收 敛 的 错误 。 

他 在 《Resume des Leçons X й, W u. (х) 都 连续 ， 


且 5 и.о, 则 级 数 可 以 逐 项 积分 。 然 而 我 们 要 知道 ， 
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纵使 存在 着 非 一 致 收敛 的 级 数 而 可 逐 项 积分 的 事例 ， 但 要 保 
证 逐 项 积分 的 可 行 性 ,一 致 收敛 的 条 件 则 是 不 能 去 掉 的 .下 面 
是 一 个 以 可 积 函 数 为 项 的 非 一 致 收敛 级 数 ， 其 和 函数 竟然 是 
不 可 积分 的 例子 。 
BII Bri, ?2,…,rn，*… 是 [( 0，1 3 内 有 理 数 的 全 
体 。 令 
1, х=. 


фб) = { (x€ (0,12) 
0 ， 当 x 关 rn 时 


显然 ， 每 一 个 中 (x) (n= 1，2，… ) ËJ (R) 可 积 。 但 
Š ,Cs 却 是 著名 的 Dirichlet 函 数 


1, x 为 有 理 数 
0, x 为 无 理 数 
， 而 D(x) 是 不 可 积 的 ( 见 第 六 章 习 题 1 ) 。 


BEW 逐 项 求 导 ) МАШЕ а.о 
(о, b) БШ, ЖЕНЯ я, no(*) 有 连续 导数 ， 此 
Ж, OR E u OE Са, b) Ей, ВИТ 


Р(х) = { 


[ 2 un(X) ] = Ea G) 
63 RATAR викај 
定理 15《 Cauchy) i E u, (O 是 实数 子 集 E 上 的 


函数 项 级 数 。 它 在 EE 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 , 任 给 
є>0, FEN, п>, PER 


x u (x) | <e 
kasi ! 
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对 每 一 个 自然 数 p 及 每 一 个 xE 五 成 立 。 
这 是 定理 11 的 直接 结果 。 


推论 1 WE no, En ORR ТАГ ЕЙТ 


个 函数 项 级 数 ， 并 且 在 巨 上 满足 
|а. Оо) «о, С) 


WR E о. GOE Е Е—Ж О, W E н. С ЖЕЕ Fit n 
— Bak, 
证 明 ”因为 осоЕ Еше, РШ ЯР f 8 


-p 
给 定 的 盖 0 ， 存 在 自然 数 六 ， 当 n2N 时, 不 等 式 E 


kvatt 
о, (х) < e 0]— 0А RAR Ux € E 成立 。 从 而 >N 
时 不 等 式 
u (z) | < T luz (x)| 
k=a+i k=o+l 
< Ene 
对 一 切 自 然 p 及 一 切 xEE RZ MU E OREL i Р 
3 B— S, 
推论 2 ” 设 { M.) 是 一 个 非 负 实 数 序列 ， 并 且 对 每 一 
个 xE 忆 ,满足 lus(z)|<M,， дж W E 3 Ж E MAR 
Ж, ЖЕ u OWE EEN AB 


推论 2 &ЕЁ 1 ИЯ JE, MoCo M. 的 情形 ， 
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但 它 在 判别 函数 项 级 数 一 致 收敛 时 却 显得 非常 简单 和 实用 。 
这 个 判别 法 称 为 Weierstrass 判 别 法 ,其 中 级 数 E M. Ж A 


三 us(x) 的 优 级 数 ， 所 以 这 个 判别 法 也 叫做 M - 判别 法 ， 
ІХ М3 Мајогапі Series 的 第 一 个 字母 。 
例 2 MRAM E arctg 25. |х| <o рр h — Ж 


х? 
收敛 性 。 
解 当 x 一 0 Bj,arctgx—x, ўа? + 62222 [а • 6! 


п 
Іа. бо = агава) К. zir 
(下 为 常数 》 


而 级 数 E n 收 系 ， 故 所 考察 的 级 数 在 内 一 致 收 伍 。 


例 3 ж Е 1а, 1896, 则 У ascos nx 及 E asin nx 
ЕЁ р B 
关于 形 如 а ¿GO B , G) 的 级 数 的 一 致 收敛 判别 法 


问题 ， 我 们 也 有 类 似 于 常数 项 级 数 Ба br ñjDirichlet 
判别 法 和 Abel 判 别 法 。 当 时 我 们 的 想法 是 通过 Abel 变换 ， 
把 ,三 ab, 的 部 分 和 序列 >。 = E cx6v 分 解 为 两 个 序列 之 和 ， 


然后 给 出 条 件 ， 使 这 两 个 序列 同时 收敛 。 
很 自然 ， 现 在 我 们 也 一 定 会 这 样 考虑 ， 从 Abel 变 换 
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S, (x) = Èe r(x) Br(x) 


a ,(x) B.G) - E B.G) Cakil) 

— G (x) J еее нене 1 
k 

GUR Воо = É В, оо), RAR WERI BB 4 ? 


Ха „(х)В il(x) = B(x) a | (х) 


+ (B.G) - B(x) ) a , (х)- EB 
-В(х))( a k. I (x)— ox) ) 5 (2) 
《其 中 假定 B(x) JEBO = E B (x) 的 极限 函数 出 发 。 


把 { S。(x) } 分 解 为 两 个 函数 序列 之 和 ， 然 后 分 别 给 出 条 件 
使 这 两 个 函数 序列 一 致 收敛 。 

定理 16 (Dirichlet ) # 

D В.с) Ë B GOfEE ЕСЕ ЖЯ, 8 18.001 


<В, (n=1, 2%, xEE), 
D {a} 在 上 一 致 收敛 于 零 ， 
3) ”对 每 一 固定 的 x， 数 列 { «„(х) } 单调 ， 


mË a овал, 


证 明 ”由 定理 条 件 ， 函数 序 列 {B,(x)a。(x)} 在 EE 
上 一 致 收敛 于 零 ( 见 本 章 习题 21 ) ， 由 定理 15 推 论 1 ， 函 数 


序列 下 全 В.с) Car) -a lx) ) } 在 5 上 一 致 收 
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伍 。 所 以 由 公式 (1 ,函数 序列 {S。(x) =Ë а x) Bent 


ЖЕ Е—ВЦИй, REL, R У a w(x)B O ЕК 
-aike 
定理 17 (Abel) 车 
D Вас ЕЕ, 
D {a i(*)} 在 5 上 一 致 有 界 ， 设 la (x)|<4， 
(R=1, 2, =, хЄ У 
3) 对 每 一 周 定 的 x， 数 列 { «,(х) } 单调 ， 
ШУ O BORE ЕКО. 


证 明 ”出 定理 条 忻 ， 公 式 ( 2 НВС) а (ух) 
+ СВ, (х) – B(x)) а, (х) ) EEE # ik $ + 


B42) a GO, WERE, з зон A [= 
СВ.) BO Сабаа) J MEEL 
Ж, ВДЕ АЯ 5, С) = D a, (xz)B OREL — # 
WO ae BH E ex(x) B (x) 在 E 上 一 致 收 全 。 

请 读者 注意 ， 我 们 没有 通过 公式 ( 1 ) 导 出 Abel 判别 法 ， 


这 是 因为 对 函数 序列 来 说 ， 即 使 两 个 序列 都 是 一 致 收敛 的 ， 
但 它们 的 乘积 未 必 是 一 致 收 全 的 ( 见 本 章 习题 24 ) 。 


Ba а У 21002 在 区 间 [ T, - a。 Ë 
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(ш, л) 上 一 致 收敛 ， 其 中 0<co<r。 ° 
证 明 在 定理 16 rh, 11В„(х)=зїппх,@„(х)= р» 


并 考虑 到 
n + 1 


a sin fX sin х 
В. (х) = У ѕіпёх = 2 2 
ERS sin Х 
2 
及 [Bai <S 1/ sing (a<|x|< x), HDiri- 


chlet 判 别 法 即 证 。 

例 5 PR У а,х*{Ех= Со уй OZER 
ЖИНИНЕ ЛОР, WARECO, Л Е ЖК 
га 


证 明 Dars Еа (в) = Е B.G) a OO 


Жор Вх) =a, R°, а(х) = (2). "E В 。(x) = Я 


ur 有 "是 收敛 的 常数 项 级 数 ， 可 以 看 成 是 [ 0, R) EXT x 
一 致 收敛 的 函数 项 级 数 。 序 列 a ,(x) 对 每 一 个 x<E (0 R 2 
为 单调 ,并 且 在 此 区 间 上 ，law(x)| 和 1。 故 由 Abel 


判别 法 ， 推 知 Satit 0, R) k—# k @%, jk anis 
数 在 < = 用 保持 连续 性 ， 即 有 


lim f(x)= 1im > G.x" = È lim(a,x*) 
х+8- хо 2°20 п=0 х-к 
= Ха. = 300) 
РЕ 
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例如 1n C 1 +x) =x- ЕЕЕ rO A 


+…，|x| 之 1。 级 数 在 x= 1 收敛 ， 故 必 有 


1.1.1 а-11 
-+ 二 一 -十 ,二 (一 ++“ 
аз 4 6-4) n 


ВЖЕ Со, 1) 上 一 致 收敛 。 


ln2=1- 


т RRA 


敌 级 数 有 很 多 优良 而 重要 的 性 质 ， 这 些 性 质 已 为 读者 所 
熟知 。 然 而 在 微 积分 教程 中 ， 轿 于 当时 工具 ， 这 些 性 质 多 半 
未 作证 明 。 这 里 特 予 补 证 。 


由 于 我 们 总 可 以 通过 变换 x x, = ХОШ ИЯ E a, 
Саса) а ХЖ, ПИТА 


Ха," 为 例 讨论 之 。 

тл Асау асна 

定理 18(Abel ) 车 短 级 数 E а„х°ДЕх = x kx, 则 
对 每 一 个 满足 |x| 之 x。 的 x， 此 级 数 绝对 收敛 。 

证 明 由 于 E a, x° Ex = хи, 故 对 一 切 m， anxo 
有 界 。 设 iouxo*1<aM (nn=1，2…) M 


x смс 


leosx*| = | aax’ | ° | S 


其 中 c= | | <1. TAN E Меч, WVA 
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ЖЛЕ, AME |avx*| k 90, BPE ovx* 绝 对 收 @, 


由 定理 可 以 推 得 ， 若 Б osx* 在 xs 发 散 ， 则 对 满足 lx 
> 1x6 的 x， 此 宕 级 数 亦 发 散 。 

任何 一 个 宕 级 数 E асл", {Ех = 0 总 是 收敛 的 。 除 掉 
这 种 平 见 的 情况 之 外 ， 如 果 还 存在 异 于 零 的 使 级 数 收 全 ， 
那么 这 种 | x | 的 全 体 构成 实数 的 一 个 子 集 { | 5| } 。 它 或 者 
团 于 上 ， 或 者 不 辕 于 上 上。 如 果 图 于 上 , 设 R=sup{ | x!}， 
ПНВ, PARE avx* 发散 ， 当 |x|<R 时 ， Ж 


级 数 ахо, ЭР B: fk ИЮ а, 


( - R, R) ЕЕЕ [8]. n (| x | Y £ HI 
ФЕ, ННН x 88 k 9k. k # k Sk k 2 A 
+ оо, 

利用 常数 项 级 数 的 Cauchy ( së D'Alembert ) 判别 
法 ， 可 以 计算 出 寡 级 数 的 收敛 半径 。 

定理 19 ( Cauch y —Hadamard ) #5 а.х" еш 
жй. & 


а = Тіт [а | 


23+ 


及 


l, #a#0,a#+o 


#a=0 
0, F 9 = +оо 
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则 
i) #R# 0, э +оо, M Ў аьле |x | < RIH 


对 收 得 而 当 |x| 之 R 时 为 发 数 。 
ii) 车 R= 0, И ЫЯШ E axt х= 0 外 处 处 发 
к. 
Hi) #R= +оо, АЭА, MAM E gox* 
绝对 收敛 。 


证 明 我 们 只 就 R 0 № + co 这 种 情况 证 明 ， 其 R 
两 种 情况 请 读者 自己 证 明 。 

1с. = asx*，x 确 定之 后 ， È janx” | = Ë lca! Ж 
DERIM TEN 

tim Те, | = 11 ау Га = 1178 

故 和 Cauchy 判别 法 ， 当 11/01, Врх] 1 А, 35 
级 数 绝对 收敛 当 |x1/R> 1 ， 即 1x| >R, FRR Ko 

7.2 ”Abel 定 理 的 应 用 

一 、 级 数 的 乘法 定理 

定理 9 告诉 我 们 ， 两 个 收敛 级 数 ， 如 果 其 中 一 个 是 绝对 
收敛 的 ， 那 么 它们 西 者 的 乘积 与 它们 的 Cauehy 乘 积 相 和 。 
下 面 我 们 证 明 关于 级 数 相 乘 的 另 一 个 定理 。 

定理 20( 级 数 的 乘法 定理 ) RE GEBAA 


给 定 的 级 数 ， 工 , c, 是 它们 的 Cauehy 乘 积 。 其 中 
с. = а В.+ а, В... ++ а, В, 
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= x Arae 
k -0 
SAME co E Bo ссн, WE 
Že (Ze) (5,8) 
证 明 由 于 三 co E В., Dokt, 故 由 上 节 例 


БШ, WARE cart, B Baxt Е сал" 
# (0,1) 一 致 收 伍 。 并 由 定理 18， 这 三 个 者 级 数 还 在 
.0 ，1) 内 绝对 收敛 ， 故 在 0 ，1 ) 内 ， 可 作 乘法 。 
Zere (Ber). (Бр) 
=si(x)* sa(x) 


所 于 它们 在 О, 1 J) 上 一 致 收敛 ， 所 以 又 有 


X c.=lim Z сах" = 
=0 х+1- ne0 


= 
(50) (Ee) ањ 
二 、Diophantus 方 程 解 的 个 数 
Diophantus 方 程 是 一 种 整 系数 线性 不 定 方程 。 在 这 
里 ,我们 不 想 对 它 作 全 面 的 探讨 ， 我 们 只 给 出 一 个 具体 的 线 
性 不 定 方程 的 解法 ， 说 明 如 何 应 用 震级 数 的 性 质 与 级 数 的 乘 
法 来 解 此 类 问题 。 使 读者 起 到 触 类 旁 通 的 作用 。 
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例 求 线性 不 定 方程 
х+2у=п 
的 非 负 整数 解 (x，y ) 的 个 数 ， 其 中 "是 一 正 整 数 。 
Ж 由 于 在 |z!< 1 内， 有 


为 适用 于 本 问题 的 求解 起 见 ， 我 们 改写 


DS Ds #3 
an0 х=0 a=0 y=0 


这 两 级 数 在 !z|<< ИНЕ, WA 


REDEE 
令 x+2»y =n， 并 合并 同类 项 ， 得 

(Ë=) ° (® г”) = É A. z" œ) 
我 们 看 到 ，A, 正 好 是 满足 方程 x+ 2y = n 的 非 负 整数 解 


《x,y) 的 个 数 。 另 一 方面 ， 当 |z| 之 1 时 ， 有 
1 .1 


= CD +l+2(n+1) a (,,, 
= 4 
E), (же), 得 
A. =D +1+2(n +1) 
4 (n=1, 2, +) 
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тз ”震级 数 的 逐 项 微分 与 逐 项 积分 
定理 21 Й ахо 有 非 零 收敛 半径 R。 当 |x| 


之 R 时 ， 令 f(x) = Ear, 则 


i) Ear tE € - R, R) 内 闭 一 致 收敛 ( 即 任何 


含 在 ( - R, RD 内 的 闲 区 间 [ а, BIE, E ax" 一 致 
收敛 于 f(x); 
11) 在 |x|< 之 R 内 ，f 连续 、 可 微 ， 并 且 可 以 逐 项 求 
导 。 即 有 
Р(х) = E па," 
iii) 7Е|х|<Кр, ЖЖ тЫ WR MA 
j: E ага {ан Е [Сага 
证 明 
i) Ca, B )c(-R+e, R- 8)。 因 而 对 每 
=^хєсоа, В), 5 
lasx*|<la(R- &)"| (n=0, 1, 2, >) 


T EaR- е але Сд BB 18) 。 故 由 M -判别 法 
( 定理 15 推 论 2 ) а.х" С а, В 2 一 致 收敛 。 
ii) 容易 验证 , FARE noi ERN 


127 


È а.х" AMAER, БТУ) naart 在 (一 R, Py 
аса 

хо С-В, R) 内 任意 一 点 ， 故 存在 闭 区 间 [ a， 
BICC-R, R Wa € (e, B). i T ЖЖ 
naxt fE Са, B ) 上 一 致 收敛， 故 由 还 项 求 导 定理 ( 定 
I), A 


Fae Wa 
а "0 


хаР, ВКЛ Ох) = D nast 1 在 |x|< 及 内 每 一 点 
成 立 。 
iii) 证 明 可 由 定理 13 直接 推出 。 
推论 ”在 定理 的 假设 下 ，f(x) 在 jx| 之 R 内 有 任意 阶 导 
数 ， 并且 
Р(х) = Eaa- 1)e(n-k+ 1)а„х°С®* . 
(k=1, 2) 
БОЙ, WRAZ = 了， 则 得 
Лб) = а а (= 0, 1, 2, +) 
8 6 之 例 5 ИТ 3582838 03 УВЕЛА. RIE 
它 归纳 为 如 下 的 一 个 定理 ， 作 为 本 章 的 结束 。 
定理 22 (Abel ) ДРОН ах Е НАЕ Е 
ОРА, ЭКИДЕ. = 及 (当然 也 可 以 考虑 x = — Р 的 情形 ) 
收效 ， 则 级 数 在 5 О, R) Ево, 合 它 的 和 函数 ， 不 
仅 在 ( - R, Ку 内 连续 ， 而 且 在 [ - R， 尺 ] 连续 。 
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1 。 考察 级 数 
六 an 
的 煞 散 性 。 

2. EC Dun, Ж Pu>0 (n=1, 2, =, 
若 { us } 趋 于 震 ， 但 不 是 单调 地 趋 于 霍 ， 此 级 数 是 否 必 收 
Ak? 请 举例 说 明 。 

3 。 若 级 数 的 项 加 括号 后 所 成 的 级 数 收 化 ， 试 问 未 加持 
号 的 原 级 数 是 否 收敛 ? 假定 级 数 的 项 加 括号 后 收效 ， 而 同一 
括号 的 各 项 符号 相同 ， 证 明 去 挤 插 号 后 的 原 级 数 一 定 也 妆 和 全 
并 且 两 者 有 同一 个 和 。 


4. Жж Ба. 则 有 
5, aibi = 561+ (s, —s)b, — 
E Ge 一 by， 
其 èss 5а. 


5. itna, jik, Ë п(а„- а, -1)ЯЕ Ж iE ЛАВ E a, 
也 收效 。 
в. $E (a-a) babik, E baik tn 证 明 
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E аб, Ж, 
т. Яң Хо, ŽA lim gs = 1， 能 否 由 此 
判断 级 数 = 
Ы š = At- R n 
ч. 1)°- -5 E 1) `—— =) 


EEE л n! “对 所 有 的 实数 x 收 效 ， ЖН 


Б +з” È X š x° 


n=0 пі а-0 П] 2-0 Nf 


9, i#|x|<1, ly|<1, 证 明 


š (хе хоу е + уу 
э-0 


== EER 
(1-х)(1-5) 
10, ЯАЖ ЕЕЕ Хоа 
cos(x+ у) = соѕхсоѕу – ѕіпхѕіпу 
11。 已 知 函 数 序列 


x€ (0, 1) 
求 它 的 极限 函数 J， 鞋 判 断 fa(x) 在 [ 0 ，1 ] 上 是 否 一 至 
Aki? 
12, зад 5 CRPE L ARBAk жар 


ж 
xt +n 


13, 证明 x= (-— 1 ) а ЖОГЫ. юй — Ж 
黎 ， 但 对 每 一 个 x， 不 绝对 收效 。 


14， 证 明 级 数 E Sinn 在 [0，2 5 ] 上 不 一 致 收 


ж. 
15, RRAK E а.х" 的 收效 半径 为 R，S。= ao +a + 


“+as (n=0, 1, 2, "), ъв ах" = (1 一 %) > 


S.,z" (Jx|<min(R, 1)), 
16。 设 p,q 为 两 正 数 ， 证 明 


j: ЙУ hoeta palancie 
ЖЕТТ р р+а р+?2а р+ 39 
17, 已 知 


2п?х, x€ (0, i J 
nos | еб) D) 
] “б a) 


证 明 


ит f! fC)dx#], lim fa(x)dx 
Hp ja a 


18, 证 明 f(x) = EnA, +оо), 
СРЕ О, ЗЕД (х) А С, +оо) 连续)。 
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sinnx 


19, ус) = E E Д Соо, +) 连续 ， 
жп л, 


20. + È иллю q 一 co，+ co ) — ЯЖ, 
п=1 
但 在 任何 区 间 内 不 能 逐次 求 导 。 

21, 若 {fa(x)} 在 上 一 致 收 化 于 堆 ，{ ga(x) А 
上 一 致 有 界 ， 则 {fa(x)。gs (x)) #£ R k — АЖ + 
$. 

22。 若 序列 { B) 在 上 一 致 有 界 ， 序 列 { a y(x)) 
ЉЕЪ- я, ЖАД -хЄЕ, ж яа: (x) 是 单 
调 的 ， 则 西数 序列 Ss D= E Васа) [aa GO e (21 
ФЕБ яж, 

23, HARKIS АЕБ - яа, НАЖ Ж 一 个 
fo 在 上 上 是 有 界 的 ， 证 明 { f,} 在 上 一 致 有 界 。 

24。 定 义 两 个 函数 序列 如 下 : 

ї.бю=х(ї+ї) GER п=1, 23, 


1, #x= охала, 


9005 | bri, жасади, АФ 


b>0, а, b #5 
置 ha(x)= f.(x)g.(x)o 


i) 证 明 {f。} 与 {gs} 两 者 在 每 一 个 有 界 区 间 上 一 
ха; 


ii) 证 明 { pa } 在 任何 一 个 有 界 区 间 上 不 一 致 收效 。 
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25, Ж АГЕР — х, ga. (x)S g.(x) (n= 1, 
9, =), ЁН £ (g. ) & E k — ажа + Ж, iz 明 


E 1)5+1gs(x) 在 已 上 一 致 收效 。 


26。 设 {as } 是 非 负 递减 序列 。 RARE asin nx 


在 R 上 一 致 收 仇 ， 证 明 naa 一 0 (пе +оо) CREE # ФЕ 
是 充分 的 ) 。 


от, ахо арх БЮ, звад 
n=0 


lim 


nor 


|< <ит _ | 


Gazı asto | Gast 


28, PRAK E п. 与 E b 。 收 仇 ， 并 且 两 者 至 少 有 一 
A tapak ak, RA 


ç 
EË c = £ (Z ман) 
-1 


n=l nel 


(55): (55) 
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第 四 章 度量 空间 


我 们 所 以 能 在 实数 域 上 研究 极限 以 及 其 它 与 此 有 关 的 性 
质 ， 完 全 是 由 于 我 们 在 实数 域 上 定义 了 距离 的 缘故 。 但 距离 
的 概念 并 非 R' 所 独 有 。 在 很 多 集 上 ， 我 们 都 可 以 引入 距离 
而 使 之 成 为 “度量 空间 ”。 度 量 空间 是 读者 所 熟悉 的 欧 几 里 
得 空间 的 一 个 极为 自然 而 相近 的 推广 。 


51 Euclid 空 间 


1.1 1 维 Euclid 空 间 


设 " 为 正 整数 ， 所 有 有 序 的 2- 实数 组 X= C xi, Xa, e 
хо) 的 全 体 构成 一 集 ， 称 为 n 维 空间 ， 并 记 为 R*。 

实数 Xi, х2, y Xa 称 为 X 的 坐标 ，R" 的 元 素 X= 
(xi, хз, +, Xa ) 称 为 R* 的 一 个 点 或 向 量 。 

R* 也 可 以 看 成 是 x 个 R! 的 积 集 R! x R1 xx R! С 8 — 
章 1.3 ) 。 

Жа = (а), G, +, aa), b=(b,, b,, =", ba) Ж 
Корт, JF H XH8S— Ai Kin ) ,成 立 4a;<<bi, 则 集 

S={X=(x%1, X25, Xa): a< xiS bi, 1<i<n) 


便 是 R* 的 一 个 子 集 ， 称 为 R* 的 一 个 闭 区 间 , 并 记 为 (a,b )， 
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显然 
(а, b)=(a,, 5,)х Caz, b2) хех Caa, ba) 
我 们 同样 可 以 定义 Rs 内 的 开 区 间 ， 以 及 半 开 、 半 闭 区 
间 ， 他 们 是 集 : 
Ca, b) ={X= (x, +, Xa): Ly Kbi, 
1<i<n) 
Са, b) = (X= (xi, +, Xa); aí Kx; <b,, 
1<і<п } 
(а, b) = {Х= (x, ++, Xa): а: <x; <b,, 
1<i<n} 
这 由 种 集合 统称 为 维 区 间 。 
我 们 可 以 在 R* 内 定义 向 量 的 加 法 以 及 实数 与 向 量 的 乘 
法 如 下 : 
i) 加 法 : 设 X= (xis) YS (ye, Ya) 
为 R "的 任意 两 个 元 素 。 定 义 
Z= (xi +y), X2+ Vr, *"›Х»+ ya ) 
为 X 与 Y 之 和 ,并 记 Z =X+Y。 
ii) KR: X= (ху, xa) HRAJE 0—05 26 
Ж, a eR, ЖХ 
W= (ax, ах, ° ах, ) 
为 4 与 X 的 乘积 ， 并 记 W = a X, 
容易 验证 ，R" 关 于 加 法 构成 交换 群 ， 向 量 与 数 的 乘 法 
满足 结合 律 ， 加 法 和 乘法 满足 分 配 律 。 所 以 R* 是 一 个 线性 
空间 (或 向 量 空间 ) 。 
为 了 在 R* 内 引入 “距离 ”与 “角度 ”， 我 们 还 需 ER 
内 定义 内 积 的 概念 。 
设 X= (х, х2, Xs) 与 Y= Су, уз, … ys ) 
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为 R* 的 任意 两 个 向 量 。 称 实数 
<X, Y>= E x. 


为 X 与 Y 的 内 积 。 内 积 (X，Y> 有 时 也 简 记 成 X,Y。 

显然 ， 内 积 满足 下 列 四 个 基本 性 质 ， 

i) 《XX，X > 之 0， 而 等 号 当 且 仅 当 X= (0,0，…) 
时 成 立 。 向 其 (0,0,… ,0 ) 称 为 零 向 量 ， 记 作 0 ， 

ii) <X, Y>=<Y, X>, 

iii) CaX+BY, Z>=a<X, Z>+ B< Y, Z>, 
其 中 a，B ER。 

iv) “X, УУХ, X> .CY, Y>, 

定义 了 内 积 的 n 维 空间 称 为 n 维 Euclid 空 间 。 

Rs 内 的 向 量 X，Y， 如 果 它 们 满足 《<X，Y >=0， 刚 亩 X 
与 Y 是 正 交 的 ， 4 X,X>=1, 则 谓 X 是 标准 的 。R* 中 的 元 未 
s = (1, 0, e, 0), = (0, 1, 0, +, 0), 0y Ca 
= (0, 0, +, 0, 1) 是 彼此 正 交 并 且 标 准 的 ， 故 称 为 R* 
的 一 个 标准 正 交 基 。 标 准 正 交 基 狐 如 通常 空间 的 坐标 系 ， 它 
们 对 于 处 理 与 表达 问题 是 非常 方便 hje 47i, Tes a ER" 
的 一 个 标准 正 交 基 时 ，R" 中 的 每 一 个 向 量 X= (х, ха, 
ә, Xa) 均 可 唯一 地 表示 为 它们 的 线性 组 合 : 

X =《X，s isi+(X，52>6s 十 … 二 (X， Tada 
#їх=‹Х, ei), х,=‹Х, 6), e, х„=<Х, 5, >H X 
关于 此 基 的 坐标 或 分 量 。 

1.2 范 数 及 其 性 质 
定义 ” 设 X 为 n 维 Euclid 空 间 R" 的 任意 一 个 向 量 ， 它 的 
坐标 为 ，…，xne 称 数 
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ЕЗЕР 


为 X 的 Euclid 范 数 。 

Rs 中 的 范 数 是 R! 的 绝对 值 的 推广 。 当 n= 1 时 ， 上 述 范 
数 即 为 R! 的 绝对 值 。 所 以 范 数 1 也 可 以 看 成 是 n 维 向 量 X 的 
“长 度 ”， 或 原点 0 到 Хр ER” MR |X- Y| 则 可 以 看 
成 是 X 与 Y 之 问 的 距离 ， 范 效 与 绝对 值 有 相仿 的 性 质 ， 

i) |1XI! 关 0， 而 等 号 成 立 当 且 仅 当 X =9 

ii) |«Х|=|«| IXI, 其 中 a € R 

iii) |<X, Y>|< X] » IYI ( Cauchy RR ) 

iv) IX+YI<IX|+|YI (三 角 不 等 式 ) 

AERA ”性质 i ) ii) 可 由 范 数 的 定义 立即 推出 。 

iii) 的 证 明 。 

若 Y=0， 结 论 至 为 显然 ， 若 Y 关 90， 则 不 等 式 

0‹Х-СҮ,Х-СҮ›=|Х\|*-2С*‹Х, Y>+C2| Y |: 
对 任何 实数 C 成 立 ， 特 别 对 C =<X，Y?/1YI1: 成 立 。 将 此 值 
代入 上 述 不 等 式 ， 便 可 证 明 iii 》。 并 且 从 证 明 过 程 中 可 以 
看 出 ， 欲 使 ii ) 中 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 X = СҮ, 

iv) 的 证 明 . 

H ES, IX+Y]|1* <a<eX+Y,X+Y>=|X 2+2<X,Y> 
+Y]? <|X]? +2|X] |Y] +1 Үү | = IX] +Y) 2, Wh 
开平 方 ， 即 得 三 角 不 等 式 。 

1.3 Hélder 不 等 式 和 MunkopckH 站 不 等 式 

这 里 介绍 两 个 重要 不 等 式 ， 即 H6Ider 不 等 式 和 MLHNKI09 
KH 不 等 式 。 它 们 被 广泛 地 应 用 在 不 同 的 数学 研究 中 、 

一 、Hilder 不 等 式 

B (xi, Xu се, Xa) У Су yz，…，y，) 为 两 
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x 


个 n 一 实 数组 ，p，q 为 两 个 大 于 1 的 正 数 ， жаг = 1 
СРН 4 IE ЖО —Э ЖЕШ. 。 则 有 


证 明 研究 函数 Y =t (420, a>0). 取 定 正 数 & 
与 1， 得 两 块 图 形 面 积 S, 与 $,( 见 图 23 ) ， 其 中 


s= баас ga +1 


° 
+ 
Ss= J riar=n’ t/a 
° 


另 一 方面 ,显然 有 
e n <S, +S; (等 
号 成 立 当 且 仅 当 n = &°) 
Фа +1=р, 1+1 = 


juu Ж е 
А ъа = 1. 从 而 有 
n<; /p+ п/а 

с? 图 23 
公式 (* ) WHEdf— HEKKE, n 成立 。 
ео, 


> 
心 


пес bo 
并 将 它们 代入 (。) ， 然 后 对 ; 求 和 ， 得 
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Blay 1 Св 1) С 1ке 
i=1 b q ii 


сбое 


‹ Бю Bly е, 证 毕 。 
щр=а= 2 时 ， Halder 不 等 式 就 成 为 著名 的 Cauchy 


不 等 式 。 由 此 亦 可 证 明 1.2 中 之 不 等 式 iii ) 。 
二 、MHHKkOBCKH 下 不 等 式 


+Í Баз,” (2) 


证 明 因为 


pit ухх + yl yille yie 


所 以 
> | хаж y P < Ў Пааа 
iTi i= 


+ 51у: Паж у" 
с nee ° > К (p71) l 
«р ноне) 


n 1 Ы iza 
+ 人” {шя oo} 
i=l 1-1 


Ha (p-1) =p ， 故 有 


É хожа? ЕХ р „ү 


za 


5 [х +2: "р" 
Вр 


1/7 


п 11-174 a 
{лем рта} 
293 1-1 
а үзүр 
{з} 


因为 1 =), ШЕҖШЖС?), 证 毕 。 

不 论 是 H5lder 不 等 式 还 是 MKoBek HE 不 等 式 ， 从 上 面 
推导 的 过 程 中 读者 不 难 发 现 ， 不 等 式 完全 可 以 推 广 到 无 穷 
序列 情况 , 换 句 话说 ,如果 (xit，xz，…，xa，… ) 与 
Су, Уз, s Vas, t) 是 两 个 实数 序 列 ， 则 同样 有 不 等 
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EZAR RAETIA р | Жр 


(1+1=1 Hl<p; 4<+о°) 
p q 
及 
= iz - 179 
[Eyi] <{ žil} * 
- 1⁄9 
[Ë xe] 
RL. 
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2 度量 空间 


极限 运算 是 数学 分 析 中 最 基本 的 一 种 运算 。 但 对 于 这 个 
重要 的 概念 ， 我 们 事实 上 已 在 作 逐 步 的 推广 。 起 始 我 们 定义 
实数 序列 的 收敛 问题 ,而 后 又 考察 向 量 序列 的 收敛。 我 们 其 至 
还 考察 过 函数 序列 的 一 致 收敛 。 如 果 把 函数 看 成 是 某 种 抽象 
集合 的 一 个 元 素 ， 那 么 一 致 收敛 就 是 这 个 集合 〈 空间 ) 内 元 
素 序列 的 一 种 收敛 。 以 上 这 些 收 敛 ， 虽 然 涵义 各 不 相同 ， 但 
孝 有 具有 一 个 共同 的 特性 , 那 就 是 元 素 序列 xs 任意 地 “ 靠 近 ? 
о, ВНЕ АО, нх, 与 x 的 距离 可 以 无 限 
制 地 缩小 。 所 以 各 种 收敛 之 问 只 是 距离 的 定义 不 同 而 已 。 它 
们 之 间 却 存在 着 初 看 起 来 似乎 没有 多 大 联系 而 实际 上 却 是 本 
质 的 联系 。 因 此 ， 我 们 完全 有 理由 对 某 种 抽象 集合 也 引入 距 
离 ， 并 且 把 距离 的 概念 作 统一 处 理 ， 使 所 得 理论 能 适用 于 更 
一 般 的 情形 。 当 然 我 们 在 定义 抽象 集 上 的 距离 的 时 候 必 须 让 
引入 的 距离 与 传统 的 观念 一 致 ， 即 要 反映 出 传统 距离 扬 带 有 
的 基本 特性 。 

2л ванне 

通常 记 说 的 距离 包含 三 个 基本 特性 。 一 是 距离 总 是 一 个 
非 负 的 实数 ， 二 是 4 到 8 的 距离 总 等 于 了 到 4 的 了 距离， 三 
角形 两 边 之 和 不 小 于 第 三 边 。 因 此 ШЕ Ххх Е 
在 一 个 非 负 的 实 值 函 数 d， 满 足 上 述 三 条 基本 性 质 ， 这 个 画 
数 d 就 可 以 认为 是 集 人 上 的 一 种 距离 。 下 面 便 是 距离 的 严格 
定义 。 

定义 ” 设 X 是 集 。 任 何 定 LEX xX EERE FIZE 
的 非 负 实 值 函 数 d， 均 称 为 上 的 一 个 距离 : 


1 


141 


i) XHEŠMxEX, y€ X, #fd (x, у) 20, 

而 等 号 成 立 当 且 仅 当 x = y 时 。 

й) ”对 任意 的 x，yEX， 有 d(x,y) =d(y, x). 

iii) 对 任意 的 x，y，>EX， 有 

d(x, y)<Sd(x, y) +а(у,2). 

一 个 定义 了 距离 的 集 称 为 度量 空间 〈 或 距离 空间 ) FE 
量 空间 的 元 素 称 为 点 。 

BII 设 X= (xi Xr, °, Xa), Y= (уу, Jz, 
т, Va) 为 R* 的 任意 两 点 .在 R* xR* 上 定义 非 负 实 值 函数 d 
如 


d(X， w=1{ RETEST J 


容易 验证 ，d 是 R* 上 的 距离 。 所 以 Re 可 以 赋 以 距离 d 而 成 为 
一 个 度量 空间 。 这 样 定义 的 距离 称 为 Euclid 距 离 。 
例 2 我 们 也 可 以 在 R* 内 引入 别 的 距离 。 例 如 


а. СХ, Y) = Ela -yil 
4, (X, Y) 5 leisy} P ap +o 
D, 


d. (X, Y) = тах (lxi-yi|) 


1<i<a 
等 等 ， 读 者 容易 利用 绝对 值 的 性 质 以 及 Минковски й Жз 
验证 d 1,d。，d- 都 是 R* 的 距离 。 所 以 R* 在 上 述 三 种 距离 下 都 
是 度量 空间 。 由 此 可 知 ， 同 一 个 空间 可 赋 以 不 同 的 距离 而 成 
为 不 同 的 度量 空间 。 通 常 我 们 用 记号 СХ, d) 表示 集 XX 在 
距离 4 下 的 空间 。 于 是 (R*; di), (R°; d,),(R°, d ) 便 是 不 
同 的 度量 空间 。 今 后 在 不 作 特别 的 申明 Б, СК, d ) 都 指 
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的 是 Euclid 距 离 。 

W CX; а) 是 度量 空间 ,XX 是 它 的 子 集 。 如 果 闵 ' 中 两 
点 的 距离 仍 按 六 中 这 两 点 的 距离 来 定义 ,那么 六 ' 也 是 一 个 度 
量 空 间 ， 并 称 为 是 了 的 一 个 度量 子 空间 。 在 我 们 今后 的 讨论 
中 ， 度 量子 空间 也 往往 是 作为 独立 的 度量 空间 而 被 研究 的 。 

度量 空间 (Xi d ) 的 子 集 已 称 为 是 有 界 的 ,如 果 存 在 正 
实数 A 及 点 9q€ 六 , 使 对 一 切 PEE 有 d《(p，4 ) <M. FRE 
不 是 有 界 的 便 称 作 是 无 界 的 。 

2.2 度量 空间 的 其 它 例子 

—. LZA C 1<p< +оо) 

令 Y 是 使 { оиса жя 
Сх, хо, U ха, 77) 所 成 的 集合 ， 其 中 pp 是 大 于 等 于 1 
的 实数 。 并 设 XY= (xi, хо, US Xa се) у= (у, 
уз, s уз, D HAX ARB ЛЖ. ЖХх 六 上 定义 实 
ша, Р. 

wx 

容易 验证 ，q 是 从 上 的 一 个 距离 。 称 (X 5 d,) 01,5 
间 。 

=. т 

令 飞 为 由 所 有 有 界 序列 { x。} 组 成 的 集合 。 设 x = Сх, 
ха, y Xas DYS Суз, у, s Уз, DAX BU 
任意 两 个 元 素 。 在 叉 内 引入 度量 : 

d(x, у) =supl|x;- yil 
由 实数 及 其 上 确 界 的 性 质 容易 证 明 d 是 并 上 的 一 个 距离 。 
KOX, d ) 为 mm 空间 (或 有 界 序列 空间 ) 。 


1⁄9 
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=Z. &ФХ ж ЙЕ (а, b) 上 的 连续 函数 的 全 体 。 设 x， 
» 为 全 的 任意 两 个 元 素 。 定 义 
d, (x, y)— max, |х) — y(t)| 
容易 验证 4 满足 距离 的 三 条 公理 。 事 实 上 ， 
1) ”对 任何 *E 六 与 YEX, 显 然 有 d(x，y ) 220.17 
欲 使 тах, jx -yl =0, НИХ) = ус). 
ії) а(х, у) =d(Cy，x ) 也 是 非常 显然 的 。 
iii) РЄ (а, bJ), ЖЖ X WEEER x, 
>，z。 我 们 有 
|х) у) [х0 20| + ly 2001 
< max |x(t) - 2001 + тах |у) - 20| 
1 сга, bl сега, Ь1 
=d (<, z) +d( y, z) 
再 对 左边 的 + 取 max， 得 
d(x, y) = max, Ix- y(t)|<d ( x, z) 
+ Cy, 2) 
所 以 在 上 述 距 离 下 ， 所 是 一 个 度量 空间 ， 称 为 常 有 
ye6niuieB 度 量 的 连续 函数 空间 ， 并 记 作 Ci。,。，。 
我 们 在 连续 函数 空间 内 还 可 以 引入 其 它 庶 量 。 俩 妈 
b 1/р 
а, (х, у) -{f |x -y at) 
(1<2< +оо) 
а Е ПЕ АКААРАТ НОЕ: S 空 
й, RHC a 
H, WASA. жа, XxX- 
ШЕ: 
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1, ху 
d(x, »={ Cx, УЄХ) 
0, x=y 


这 样 的 4 一 样 是 六 上 的 距离 ， 通 常 称 为 离散 度量 或 平凡 度量 。 


2.5 序列 的 收敛 


定义 BCX, d) 是 度量 空间 。{ x。} ,1,:,… 是 它 
的 一 个 元 素 序列 。 若 存在 x。€ X 使 
Jim d( x, x) =0 
则 称 (x. } 收敛 到 x。， 并 记 成 limx。 =хо 
定理 1 (х. } 为 度量 空间 (X5 d) 的 一 个 收敛 序 
列 ， 则 
і) {xs} 只 收敛 到 唯一 的 点 ， 
ii) {xa} ER; 
iii) {xs} 的 任何 一 个 子 序列 也 收敛 到 同一 点 。 
证 明 : 
1) ” 设 {xs} 不 仅 收敛 到 x 而 且 还 收敛 到 y 。 由 定义 ， 
ДЕ е >>0， 存 在 正 整数 N SN, 使 
Уп (2N,)=d(x.,, x)<e/2 
Vn (2N,)=d (ха, y) <е/2 
&N =max (N i, N2). FË 
Vn CSN )=>d (x, у) а(х, Xa) + 
d(y, х.) <е 
由 & 的 任意 性 ， 得 d(x，y ) =0， 从 而 x = y. 
1i ) iii) 的 证 明 留 给 读者 。 
定理 2 ВХ, (xb х@Р, e, xP) 


145 


(k=1, 2, --)JE CR"; d ) 的 一 个 序列 ， 其 中 d 是 Euclid 
距离 。 欲 使 它 收敛 到 苹 =〈x:，xz，…，xa ) , 当 且 仅 当 对 
每 一 个 j( 1<j<n)， 有 


WEBA: 必要 性 。 
B (Х.Х, ДИТ ilm d (Xi, X) =0.N2 


lx fa- |<d (CXL, X) C1<;<n) 
Alx? - x; |>0 С + оо), Вр 


limxi =x; (1<j<n) 


kto 


充分 性 
设 limx =х1(1<)<п), EX = (хха). 


由 于 
dX XKÈ zt -al 
> 


而 此 不 等 式 右 端 和 式 之 每 一 项 当 k— + co 时 都 趋 于 零 ， 故 亦 
有 
lim асх,, X) =0 
如 同 R! 一 样 , 我 们 可 以 定义 度量 空间 内 的 Cauchy 序 列 
〈 或 基本 序列 ) 。 
ЖХ 设 {xa} 是 度量 空间 (Xi d) 的 一 个 元 素 序列 。 
如 果 对 住 意 给 定 的 e 之 0， 恒 存在 正 整 数 W， 使 
Vn, m(2N >d Xas x.) <е 
ИЖ (x. } 是 、 苹 ;dd) 的 一 个 Cauchy 序 列 (或 基本 序列 ) 。 
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度量 空间 内 的 收敛 序列 显然 是 Cauchy 序 列 ,但 Cauehy 
序列 未 必 都 是 收敛 序列 。 然 而 有 

定理 8 Hik CR; d) 的 点 列 { Хк} 是 收敛 的 ， 必 须 
m HR (X, } 是 CR*， d) 的 Cauchy 序 列 。 

证 明 : 必要 性 . 

设 limX, =X 。 于 是 


Ve (>0),3K (€N ),Vk(>K ) 
=> 4d4(X.,X)< e /2 
从 而 
Vi, i C>K )==d(Xi,X; ) Sd (X;,X) + 
d(X;,X)<e£/2+ e /2= е 
B(X Сге; d) 的 一 个 Cauchy 序 列 。 
充分 性 : 
假定 Xx = Cx, x,(k), +, х„\® ) ,Ch=1,2, 
е) ECE d ) 的 一 个 Cauchy 序 列 。 于 是 ,对 任意 给 定 的 
е 信 0， 存 在 正 整数 玉 . “i, j>Ki, dXX <e, 
由 于 
[xp - х0 |4 (Xi, X; <е (1<p<n) 


MARRARA), (x 》 (R=1,2,…) 
都 是 Ri 的 Cauchy 序 列 ， 因 而 收敛 。 设 
1limxs = хо (1<р<п)% 


X= (х, х2, s Xa) 


由 定理 2 之 充分 性 ， 得 limX: =X。 ”证 毕 。 i 
JE tay] И — 4 Cauch у КЕЎ Ж ЕЭ ББ 
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间 的 某 一 元 素 ， 便 称 这 种 度量 空间 是 完备 的 。 由 此 可 知 ， 空 
间 п, d) 是 完备 的 。 
B]: 对 带 有 Чебышев RE ti 的 连续 Б 02518] C:,,61 来 
说 ， 由 于 它 的 度量 是 按 如 下 方式 定义 的 : 
d(f,g) = mak. IO) -g(t)| =l - gl, 
(f, JEC) 
所 以 如 果 ( Sa Y 是 Co 的 一 个 Cauchy 序列, 那 就 意味 着 
函数 序列 { f(x) } 在 (a, b) 上 是 一 致 收敛 的 。 所 以 它 的 
Е ОСОЛ Са, Ь) ЕЖ #5, ШШ /ЄСҮ(,,ь›. 从 而 
Co 是 完备 的 。 

我 们 还 可 以 进一步 证 明 ， 空 间 C?,,,,， 空 间 m 和 空间 1， 
都 是 完备 的 。 一 个 完备 的 空间 具有 很 强 的 内 在 性 质 ， 例 如 成 
立 “ 闭 球 套 ” 定 理 等 等 。 在 完备 的 空间 上 研究 问题 往往 能 获 
得 完全 的 解答 。 

2.4 开 焦 和 闭 集 

开 集 和 闭 集 是 度量 空间 的 两 类 重要 子 集 。 它 们 的 重要 性 
将 会 在 今后 的 学 习 中 看 得 越 来 越 清楚 。 

一 、 开 集 

为 了 定义 开 集 ， 我 们 先 引 进 几 个 与 此 有 关 的 其 他 概念 。 
在 下 面 的 讨论 中 我 们 都 假定 (六 ，d ) ЖЕ] ,而 S 是 它 
的 子 集 。 

ї) #ЖЫЙЎ: 设 p。€《 入 ; d ) ,7 为 某 一 正 实数 。 
称 集 

O(pu r) = (p: PEXHd (рь, р) <r) 
与 
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OC pes r) = (p: pe XBd (p.p) <r) 
分 别 是 以 po 为 中 心 、r 为 半径 的 开 球 与 闭 球 。 

有 时 为 了 强调 0 ( pu; r) 的 点 取 自 X， 我 们 可 以 将 
O (po; r) 写成 Ox (рз r) 以 表示 是 XX 内 的 球 。 如果 集 S 
是 的 一 个 子 集 , 它 在 (六 ; d ) АЖЫКЕ ХА, d ) 的 
一 个 度量 子 空 间 。 这 时 我 们 定义 Sn Ox (po; r ) 为 S 内 中 
心 在 po(€5S)、 半 径 为 r 的 开 球 ， 并 记 为 Os(po; т) 924), 

例如 ，R: 的 子 集 [0，1 ) 可 以 看 成 
是 它 的 度量 子 空 间 S = (0, 2) 内 的 球 
Os (0;1), 

ii) RER: —1 DL p Ф 
的 开 球 O C pas es ) 称 为 p 的 一 个 8 – 
域 , 或 简单 地 说 成 是 p。 的 一 个 球形 邻 域 ， 

111) 内 点 ,如果 存在 一 个 以 po 
为 中 心 、 完 全 含 在 S 内 的 开 球 ， 便 称 p。 图 24 
是 5 的 一 个 内 点 。 

显然 ，5。 若 是 S 的 内 点 ，p。 必 须 属 于 S. 如 果 O (C pos 
е ) CS， 则 O (pu e) 内 的 每 一 个 点 都 是 S 的 内 点 。S 的 
全 体内 点 称 为 5 的 内 部 ， 记 为 Ints . 

iv) ТЖ: 如 果 集 S 的 每 一 个 点 都 是 S 的 内 点 ， 则 称 
SERE, 

按 定义 ， 每 个 球形 邻 域 都 是 开 集 。 我 们 还 可 以 举 出 很 多 
开 集 的 例子 ,例如 XY 和 空 集 都 是 开 集 ， 任何 集 S 的 内 部 IntS 
是 开 集 ， 并 且 是 含 在 S 内 的 最 大 开 集 ; RHIN 38 R Ду 
ЖЖ. 18° (п>1) 内 连接 两 点 六 、Z 的 线段 

E= {X=tY+ (1-t)Z, t€ (0,1) ) 
则 不 是 R* 的 开 集 (为什么?) 
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任意 度量 空间 内 的 开 焦 其 结构 可 能 是 非常 复杂 的 。 但 R: 
内 艺 开 集 却 有 一 个 很 简单 的 结构 。 我 们 知道 ，RI: 内 的 开 区 
闻 是 R :的 开 集 ， 但 R 的 开 集 不 仅仅 是 开 区 间 。 然 而 我 们 可 
以 证 明 R! 的 每 一 个 非 空 开 集 一 定 是 有 限 个 或 可 数 个 互 不 相 
交 的 开 区 间 之 并 。 
事实 上 ， 若 设 G 是 R' 的 一 个 非 空 开 集 。 任 取 x。€ G, WJ 

FEFK Сх, y) CG Bx, € Cx, у). 
+ 

о (y: Схь, у) СС} 

Z= {x: (x, x) CG) 
由 РЕА 衬 实 数 集 都 存在 上 、 下 确 界 。 故 令 

B =supE,, a =іпёЕ, 
ЯДИ Са 8 ) 是 G 内 含有 x。 的 最 大 开 区 间 。 换 言 
Z, MRa, B 为 有 限时 ，a ，8B 必 不 能 属于 G( 否则 将 与 
В, a DIEE УЕ, Е. ЕЙ И! ) 。 我 们 称 这 种 
区 间 Са, Вә 为 开 集 G 的 一 个 构成 区 间 。 显 然 G 中 每 一 点 хо 
都 存在 而 且 只 能 有 一 个 构成 区 间 包 含 xe。 所 以 G 的 全 体 构成 
区 间 之 并 正好 与 G 重 合 。 另 一 方面 ， 既 然 G 中 每 一 点 x。 只 能 
与 一 个 构成 区 间 相 对 应 ， 所 以 任何 两 个 构成 区 间 是 不 可 能 相 
交 的 ， 又 由 于 任何 一 个 构成 区 间 至 少 包 含 一 个 有 理 数 为 端点 
的 开 区 让 了 理 数 为 端点 的 下 区 问 全 体 中 可 数 胡 
可 数 。 


=. BE 

我 们 同样 先 引 入 与 闭 集 有 关 的 几 个 概念 。 

і) КА: 如 果 p。 的 每 一 个 邻 域内 总 含有 S 的 但 不 
同 于 Pp 的 点 ， 则 称 p, 是 S 的 一 个 极限 点 。 

从 定义 可 以 看 出 ， 如 果 p。 是 S 的 极限 点 ， 则 p。 的 任何 一 
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个 邻 域内 实际 上 含有 S 的 无 穷 多 个 点 。 记 以 一 个 有 限 点 集 不 
可 能 有 极限 点 。 至 于 ,是否 一 定 属于 S 则 不 一 定 。 

йй, А={1, 2, зә зэ ДКТ Д, 
ро ОАЕ, (НОСА, 

БААЛА С, PTAS КИШ 
立 点 ， 当 上 且 仅 当 p。€ S 并 且 刀 不 是 S 的 极限 点 。 

ID ИЖ: 如果 3 包含 它 的 全 部 极限 点 则 称 S 是 闭 集 。 

显然 闭 区 间 Са, b) 是 R: 的 一 个 闭 集 ， 但 我 们 即 将 看 
到 ， 闭 集 不 仅仅 是 闭 区 间 。 

按 定义 容易 证 明 ， 有 限 点 所 成 的 集 是 闭 华 。 集 { 1, 


1, 1, a, 1... Y 不 是 Ri 的 闭 集 ， 因 为 它 有 一 个 极限 


2 3 n 
点 0 不 属于 此 集 。 


记 5 的 极限 点 全 体 为 $9。 称 集 S US “为 5 的 ЙЫ, ЭЁ i 
№5. 容易 证 明 ，S’ 和 5S 都 是 闲 集 ， 并 有 S 还 是 包含 5 的 最 
ЛЖ. 

三 、 开 集 和 闭 集 的 一 些 性 质 

定理 4 ERZE СЛ, d) 的 子 集 S 为 开 的 充分 而 必 
要 的 条 件 是 它 的 余 集 5 是 闭 集 ; 子 集 F 为 闲 的 充分 面 必要 的 
条 件 是 它 的 余 集 fF" 是 开 的 。 

证 明 ”定理 的 后 半 部 分 是 前 半 部 分 的 直 廊 推论 ， 故 只 须 
证 明 前 一 部 分 。 

必要 性 : 设 ?是 2 的 一 个 被 限 点 。 芳 b 不 属于 3" , 则 p 属 于 
S. 因 为 5 起 开 集 , 故 存 在 0(p)CS, 即 0(p) 不 含有 S' 的 点 。 这 
与 2 为 S* 的 极限 点 矛盾 ! 所 以 b 只 能 属于 5° ,从 而 S EAR 
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充分 性 : BES EBE, #p€eS, Wp 5°3ЁН РКВ 
是 5: 的 极限 点 。 故 存在 ?的 邻 域 O(p), 使 0(p) 几 |S* = 他 .由 
此 推出 O(p)CS， 即 S 是 开 集 。 

出 定理 二 可 以 看 出 ， 空 集 纪 与 整个 空间 习 既 是 开 集 又 是 
闲 集 。 借 助 R! 内 开 集 的 结构 还 可 推 知 R! 内 闭 集 的 结 沟 。 即 ， 
如 果 玉 是 R! 的 闭 案 ， 那 么 下 或 者 是 整个 数 直 线 ， 或 者 是 由 数 
直线 除去 至 个 互 不 相交 的 开 区 间 所 成 。 

定理 5 任意 两 个 (从 而 是 有 限 个 ) 开 集 的 交 是 开 集 ， 
ERA ARRERA ) 开 集 的 并 集 是 开 集 。 

证 明 

і) 设 C，G: 是 度 晤 空间 (X;，d) 的 任意 两 个 开 集 ， 
Ж&С = Can c:. С ПС. = 多， 结论 是 显然 的 ， 因 为 空 
KEFE. ECAD, WEED PEG ENEG: i HE 
FRO (рз rı) СС, ТЖО (р r2) CG; . 令 r=min 
Criyrs ) ， 于 是 有 

Оф; r)CG,  BO(p; r)cG:, 
МЖО (рз к) СС = С, С, СТЕ, 
ii) (С. } HIR ДОР а Вон, 而 


АЙЖ рай, 66 = U Ga, p€ G, р 
便 属 于 某 个 G;， 故 存在 Pp 的 邻 域 O(p) 使 0(p)CG;， 更 有 
0(8)CG . 故 G 是 开 集 。 
定理 6 任意 两 个 〈 从 而 有 限 个 ) 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 
任意 个 (有 限 或 无 限 个 ) 闭 集 的 交集 是 闭 集 。 
考虑 到 De Morgan 公 式 
CUAD = QA > NAD = YA 


a 


以 及 定理 4 ， 本 定理 即 成 为 定理 5 的 直接 推论 。 

定理 7 了 为 闭 集 的 充分 而 必要 条 件 是 玉 = F. 

证 明 充分 性 : F =F, ЧУЕ =F UF/, f UFa 
含 它 的 所 有 极限 点 天 ， 故 天 为 闲 集 。 

必要 性 : РИ, ШРС, ИГ = Р ОЕ =F, 


2.5 紧 集 

我 们 曾 在 第 二 章 提 及 过 紧 集 的 概念 。 这 一 节 我 们 不 仅 要 
深入 讨论 这 个 问题 而 且 还 要 把 它 放 到 度量 空间 来 研究 。 为 此 
我 们 首先 把 R :的 开 覆 盖 概 念 推广 到 度 旺 空间 。 

设 S 是 天 的 一 个 子 集 ， 并 设 C = {Ga } aca Ж ЖОШ BJ 
CX, а) 的 一 个 开 集 族 ， 其 中 a 取 自 附 标 集 4， 而 4 的 元 素 
WAARDEER, BUSSY Gar ДИС.) S 的 一 
个 开 覆 盖 。 

СЖ ЭРЕ, ПС 是 G 的 一 个 子 Ж. ШЖС 
也 是 5 的 一 个 覆盖， 便 称 它 是 G 的 一 个 子 覆 盖 。 当 子 覆盖 G 
的 成 员 是 有 限时 ， 便 称 G 是 G 的 关于 5 的 一 个 有 限 子 履 盖 
〈 简称 有 限 覆 盖 ) 。 

定义 ” 称 度量 空间 C X; d ) 的 子 集 天 是 紧 的 , 当 且 仪 当 
它 的 每 一 个 开 履 盖 存 在 着 有 限 子 覆盖 。 

特别 ， 当 ( 入 ;qd ) 本 身 为 紧 时 便 称 六 是 一 个 紧 空 间 。 

定理 8 。 紧 集 的 闭 子 集 是 紧 集 。 

ШЕЙ БКА СХ, d) 的 紧 集 ,下 是 它 的 闭 子 
集 。 我 们 要 证 明天 也 是 紧 集 。 亦 即 要 证 明 ， 对 的 任 己 意 一 个 
开 覆 盖 一 定 存在 有 限 子 覆盖 。 为 此 ， 设 {G。} ÆF H ЕЖ 
一 个 开发 盖 。 于 是 F*U C UG.) 便 是 天 的 一 个 开 覆 盖 。 由 
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于 KK 是 紧 的 ， 所 以 能 从 这 个 开 要 盖 中 选 出 有 限 个 开 集 将 六 要 
盖 。 设 它们 是 ，G。，，G。，…，G。。. 于 是 

Kc F: UGo UG. , UUG.,, 
特别 ， 

ГеЕ* UGa, UG. , U UGa, 


ШГП F: = 所 ,所 以 
FCGe, UGa, U UGa, 


XMT FERE, 

定理 9 度量 空间 内 的 每 一 个 紧 集 都 是 有 界 而 且 闭 的 。 

证 明 

i ) 有 界 性 ， 设 9 是 度量 空间 ( X; d) 的 任意 一 点 。 开 
Ж (Оа n) ua) 组 成 六 的 一 个 开 覆 盖 ， 当 然 
更 是 天 的 一 个 开 覆 盖 。 由 天 的 紧 性 ， 可 以 从 这 个 开 材 盖 中 选 
取 有 限 个 开 球 覆盖 K ,所 以 玉 有 界 。 

ii) WHE: 

RREK ÆFA, AREK HENLEK, Ф 
r= kd (pq), FÆO Cp ть) 不 含 4。 开 球 族 { Ops 
ro): DEK} 是 天 的 一 个 开 覆 盖 。 因 为 人 是 紧 集 ， 所 以 可 
从 中 选取 有 限 个 开 球 ， 辟 如，O Cp re, ), СОР: у» 
…，O(bu ro, ORAK, Вр 

KEO (р.з rs, ) UO (pas r>, ) 
Uee UO(p.srs, ) 
40. =min(r,7 s г, s To, }, Обаз ÒD 8 
与 KK 相交。 所 以 对 每 一 个 9€ K' ,都 存在 邻 域 0 (gq; о.) с 
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\ 


Ае. ЗВОНА, AAF EH, 

定理 10( Bolzano—Weierstrass) ША R KIE, S 
是 天 的 无 穷 子 集 ， 则 天 内 必 存 在 3 的 极限 点 。 

证 明 车 人 不 含 S 的 极限 点 , 则 对 每 一 个 hE 大 ,部 存在 
的 邻 域 O(2) 使 除 p 个 可 能 属于 S 之 外 ， 在 O() 内 不 含 其 它 的 
S 的 点 。 显 然 ，{ 0(p) } КУУЛ, П 我 们 不 
能 从 中 选取 有 限 个 覆盖 9S， 更 不 可 能 有 限 覆盖 大。 这 与 天 的 
KERTI WEK K 不 能 不 含 S 的 极限 点 。 

定理 10 可 以 回答 我 们 为 什么 要 把 具有 有 限 要 盖 性 质 的 集 
太 称 为 紧 集 的 理由 。 轨 为 这 种 集 ( 或 空间 ) 的 元 素 间 的 结构 
是 那样 地 “ 紧 致 ”， 以 致 于 它 的 每 一 个 无 限 集 在 KK 内 不 可 能 
没有 极限 点 。 

定义 PR HPE 1 a,b) x (a.,b,) хх Саа ,0.) 
为 R" 欧 一 个 闭 区 间 ， 其 中 对 每 一 个 i， iy Да,<0.. #4 
= (а, аб еә da), =(b，b，…，bs), 则 闭 区 间 
I 也 简单 地 记 成 I= Ca, J. 

Шап = тах {d (X, Y); XEL YEL ЙІ 
KJELE, ЖИ 

Зиа (1. 是 R* 的 一 个 闭 区 间 套 序列 ， 满 足 

і) LƏ2L2623LƏL,,, 27; 

ii) diami, 0 (Ё->+со), 
则 存在 唯一 的 开 属 于 每 一 个 LI CR=1，2，… ) 。 

证 明 ”我 们 不 妨 假定 * 宇 1。 因为 = 1 时 即 为 我 们 熟 知 
的 闭 区 间 套 定理 〈 第 二 章 定理 8 ) В, = (аю, by, 
其 中 


аск) = (а, a9, a) 
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Ь'®)= (2,08), Ь,‹®),..., ba?) 

00 = Cai (k), bi 0) (1<у<п). IGE E RA 
区 问 。 国 定 每 一 个 p (T 00) Ck=1, 2, =) 是 直径 收 
аго Bl PCI] ë 序 列 ， 故 存在 唯一 实数 x; 属于 每 一 个 
Li Ck=1l, 2e). X= (х Xs хх), À Hj X$ 
每 一 个 k， 有 XEIT 。 显然 这 种 X 是 唯一 的 。 因 为 如 果 还 存 
在 另 一 个 不 同 于 X 的 X= C xi”, Xas е, xL!) HE J T 
每 一 个 I， 则 必 有 某 个 i 使 xi 关 x, ， 而 x, 与 x; 属于 每 一 个 
TCR=i 2，…)。 由 第 二 章 定 理 8 这 是 不 可 能 的 。 

定理 9 已 经 证 明了 度量 空间 的 任何 一 个 紧 子 集 都 是 有 界 
闭 集 ， 但 度量 空间 的 右 界 闭 集 不 一 定 都 是 紧 Ж БИШК! Пу 
半 开 区 间 4 =〈0，1) 作为 子 空 间 也 是 一 个 度量 空间 。4 作 
为 一 个 度量 空间 它 是 闲 的 ， 显 然 也 是 有 界 的 ， 但 它 不 是 紧 
的 。 虽 然 如 此 ， 我 们 可 以 证 明 Rs* 内 的 紧 集 与 有 界 闭 集 是 等 
价 的 。 为 此 ， 我 们 证 明 

定理 11 R* 的 每 一 个 有 界 闭 区 间 I 是 紧 的 。 

证 明 设 I= [a,b)， 其 中 a= (а,, azs s aa), 
5=〈(b，b:，…，bs ) 。 假 若 I 非 紧 ， 则 存在 它 的 一 个 开 覆 
3 {G。} ， 但 不 能 有 限 覆盖 I 。 置 

Ci = 去 (ai+bi) (1<j<n) 
一 维 区 间 (а, ci) Ce, bi 决定 了 2* 个 ~* 的 子 区 间 ， 
它们 彼此 无 公共 内 点 ,而 它们 的 并 则 为 I 从 而 这 些 子 区 间 中 
至 少 有 一 个 ， 璧 如 I 不 能 被 { G。} 有 限 覆盖 。 再 象 起 始 一 
样 ， 分 攻 为 2 个 小 区 间 ， 其 中 也 至 少 有 一 个 ， 璧 如 I, 不 能 被 
(G. 有 限 覆 盖 。 继 续 这 个 过 程 可 得 8* 的 闭 区 间 序 列 
{I RAW FED: 


і) = = E 
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ji) diaml, = 1 {х Gi а) 00, 

2% isi 
ii) 对 每 一 个 5 都 不 能 被 {G。 ) ARAY 
ч. ЁШ —!ХЄ N L. . 15 ХЄІ, FURE 
rar EXE Gare 
i; т›сС,, . 5—7], í 
oy 


又 同 为 玉 也 属于 IT， 所 以 对 每 一 个 YEI， 有 
d (X, Y) <diaml, <r 

此 即 说 ，I:CG。，。 但 这 与 1 的 假定 iii ) ЛЕ ЛОН 
的 ! ЖИД CE, 2) Е (Са. ЛВ 

定理 12 (Heine 一 Borel ) Rs 的 有 有 界 闭 储 开 是 紧 集 。 

证 明 сето 所 以 存在 闭 区 Са, DEKE 
Са, 4). HFC, DRRR, KARUS “ КТО 
HFE. кое: ， 开 是 紧 集 。 

推论 Ra 的 子 集 天 为 紧 的 充分 而 必要 指 条 件 是 开 为 有 界 
闭 集 。 

证 明 ”必要 性 即 定 吾 9， 充 分 性 即 本 定理 。 

定理 13〈 Bolzano 一 Weierstrass ) 设 S 是 R* 的 任意 
一 个 有 界 无 穷 集 ， 则 5S 但 存在 极限 点 。 

证 明 KAUSER, WER WAR 1, Sc. H 
H EERE CERI) , 故 由 定理 10, 工 内 必 会 有 S 的 极限 点 。 

推论 一 个 紧 度 最 空间 是 完备 的 度量 空间 。 
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83 连续 映射 


作为 连续 函数 祁 念 的 推广 ， 这 一 节 我 们 讨论 一 个 度量 空 
间 到 另 一 个 度量 空间 内 的 连续 映射 ， 特 别 要 研究 在 紧 度 量 空 
间 上 的 连续 映射 。 


зл 连续 映射 及 其 性 质 

让 我 们 回忆 一 下 ， 函 数 1: R' 一 >R' 在 x =xo 连 续 的 定 
L: “GERED, F E ô> | x-x。|<6 时 ， 有 
If (x) -f( x, DKE RL? 。 此 即 说 , 任 给 (xo) 的 
一 个 & - BROC.) e )， 必 存在 x 的 一 个 6- 邻 域 
OCxo。，6) 使 1 Оху; ó)) CO(f(x,); е). 

现在 我 们 用 完全 相似 的 方式 定义 度量 空间 上 的 连续 映 
射 。 

定义 ” 设 了 是 度量 空间 (Xi di) 到 度量 空间 X: 
d) KRA o DoE Xis d1)。 如 果 任 给 1 (po) 的 一 个 
5 一 邻 域 O(f(po)，; e), Hf 在 po 的 一 个 6- 邻 域 0 
CPs; ô) , 使 

f (Olpos 8) ) СО (/(x,); е ) 

则 谓 /在 加 连续 。 

用 * 一 5 语言 来 叙述 这 个 定义 ， 便 是 “ 任 给 >o, # 
在 6>0， 使 对 于 满足 di Ср, ро) <ó 的 每 一 个 b, HIH 
d(f(p)，f(p,)) < e RT” a 

如 果 对 每 一 点 DE〈X i; di ) ， 了 映射 /都 是 连续 的， 则 
PRSE CX di) 上 是 连续 的 。 

定理 14 RCX; di), (Y; d) MZ; d，) 为 三 
个 度量 空间 。 而 映射 ， 民 -一 > 了 在 pE 式 连续 ,映射 9: 了 一 一 > 
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ZES EYE. WS Sus ЙГ = o, f fe БУЕ bk, 

证 明 任 给 8 >0， 存 在 >>0， 对 一 切 满足 

d, (y, f(D) <n 的 yC(EY )， 有 
da (g(y), g (f(p)) <£ a) 
ХР БЖИ, 9740220, 1—0 E. d, Cp, q) 
之 6 的 I(EX), 有 
d, Су), fe) <т (2) 
079) = y。 由 (1)、(2) ， 对 一 切 满足 di Ср, q) <ó 
йаЄХ, Я 
ds CID), JCD) =d (h (q), 10р)? 
<e 

按 定义 ，h=gof 在 p€ 信 连续 。 

定理 15 ”下 列 两 个 条 件 之 一 都 是 度 若 空间 СЛ. d.) 到 
度 基 空间 (了 d,) 内 的 喘 射 7 成 为 连续 的 充分 而 必 3: 的 条 
Mm: 

i) У ЈР, FOV ) ХА 

ii ) ЖУКЕ, CF) ЕХ. 

证 明 [DAT Y УЕР DO = ( f": 
(D) ]"*， 而 闭 集 关于 空间 揭 余 集 是 开 集 ， 所 以 如 果 证 明 
了 i ) ， 那 么 也 就 证 明了 ii ) 。 为 此 只 须 证 明 i ) 。 

必要 性 : H EXE, VEY ANR. RIER, 
f"' CV ) 的 每 一 个 点 都 是 它 的 内 点 。 

BLES V). Р/р) EV. AAVERE, M 
БИЛЕ C p) 的 一 个 e -WROC e), WOCO); 
e ) СУ, RHIDE, PT 1 ТЕЛЕ p 的 一 个 6- 邻 域 0(p， 
ô), if COC(p; 6) )CO(/f(p)y е) СУ. 此 即 说 ， 
О‹ру д) с СИ), ТРУ) 的 内 点 , f 10) 
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П ДЕМИ, f 1 CV EFR, 
ЕЛЕ ОЛЕ ZV = 
V AE BERBE, TOO 
(Ку, DARTE O EO, дус 


TEO; s))C V=OC(/(b)y е) 
REN, JEDES. hP EREMI EX EE, 
E16 уд. 度量 空间 六 到 度量 空间 了 的 一 个 连 续 
映射 ， 则 f( 六 RR 
证 明 ” 设 {Gs} 是 1( 六) 的 一 个 开 覆盖 。 因 为 /连续 ， 
MA (f *《G。)》} 丰 六 的 一 个 开 枚 盖 。 因 为 XX 是 紧 的 ， 所 
以 能 从 (ft CG.) } 中选 出 有 限 个 覆盖 人 。 设 
Хеј (G,,) UF C G,,) 0 Uf С.) 
故 
[ох Ga, ) = UG,, 


〈 见 第 一 章 习题 8 ，9 ) ,所 以 对 于 7( 式 ) 能 实现 有 RAR. 
RELUDO Ko 

由 此 再 次 得 到 ， 若 7 是 一 维 有 界 闭 区 间 Са, b) 上 的 连 
续 函 数 ， 则 它 必 有 界 而 且 能 达到 最 大 与 最 小 值 ( 第 二 章 定 理 
10), ЖАА Ca, b) ) 亦 是 R! 的 有 界 闲 集 的 缘故 。 
同样 的 结论 对 于 F* 上 的 有 界 闭 集 特别 是 "的 有 界 闭 区 间 上 
的 连续 函数 也 成 立 。 更 一 般 地 ， 有 

定理 17 设 (X; qd ) 是 紧 度 量 空 间 ，f 是 (和 d) К! 
KRESKA, WAE СХ. d) 取得 最 大 值 和 最 小 值 。 

证 明 &Е=/(Х), үң #916, ЕЖ К! ЖЖ, AT 
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ERRAR < 
M =supË, m=infk 
由 上 确 界 定义 ，V 2 >0, 3ay€ E, 使 
M2y>M- e 
此 即 说 , 任 给 O CM; e), Б УЄЕ{ УЄОСМ; €). 
BDM € E= F, 换言之 ,存在 PEX, 使 1 (p) =M. 
同班 可 证 ， 存 在 9 EE 使 1 (Чә) =m. 


定义 REX; С) СҮ; d. УН „ТИЕ 
e >0, 116020, 1 
Ур, q€ X, а. (2, Фф) «да. (у (р), f IKE 
WEHE CX; d, EESE ERM. 
从 定义 立 Шиян, 4 А 中 7 在 人 X; di ) 上 一 致 连续 ， 
Е СХ: di) 上 连续 
BJ SLEA СХ: ә 的 一 个 非 空子 集 , 我 们 可 
以 用 实数 
аср; S)=inf {d(p, а): 965} 
定义 qn EX 到 集 S 的 距离 。 这 样 便 在 六 上 定义 了 一 个 实 函 数 
f: рэа (p; S)=f(p) 
可 以 证 明 f 是 (XX; d) 上 的 一 个 А 
一 致 连续 函数 。 ç 
RRE, BED: , pH X KHER 
两 点 ,9 为 S 的 任意 点 (图 25), 则 有 4 Ç 
d( Pi, S)<d (pi, 9) / 
о жасан i S 
对 不 等 式 右边 关于 g 玫 下 确 界 ， 得 н 
аСр.,5) Kd (рі,2:) +d Cp: S> 


161 


同 理 可 得 
«(рау S)Kd Cpi, ba)idChiS) 
lde р; 5) -4 (ру 5) 1 =17 (р) -/ ( p.) |< 
á (Pis р) 
因此 ， 任 给 8 220, 1965 >20 (例如 取 6=s ), 对 任意 的 
bo р. (€ X), M3Ed Cpi, р.) <Ò, нду 
If Cp1) -f Cba) ISd (pi, p.) <Š = 6 
ИЛЕК F — 3858 
E18 (Cantor) 若是 紧 度量 空间 (Xi d1) 到 度 
HAH СҮ; da) 内 的 连续 映射 ， 则 fj 在 《和 5 d) ERE 
H: dR RME) 。 
证 明 е 为 事先 给 定 的 正 实数 。 由 于 /连续 ， 所 以 对 
每 一 点 2E 六 部 存在 p 的 一 个 ro -- 邻 域 O( Pp; ro) 使 


_УаЄО( р; rs) — d; (f(p), fD <e/2 
从 而 


Va'a EOC pP; ro) = d. Cf), f(q”)) 

<d. Cf), FDY +da Ca”), FKE (1) 
ШАО Ср; ro) 内 的 任意 两 点 ， 它 们 在 f 下 的 象 的 距离 都 
小 于 = ,因而 开 球 族 {OPs rs/:) } pex EEX — 43388 
盖 ( 请 读者 思考 ， 这 里 为 什么 不 取 开 球 族 { OC(p; r) vex 
作为 和 的 开 覆 盖 ? ) 。 因 为 区 是 紧 的 ， 所 以 能 从 中 选取 有 限 
个 ， 壁 如 

O(pu ть,/2), Обр»; rp:/2)， O (pa ro,/2) 


ЖКХ. 2 


6= Amin (л, > ro, о у To 


р) 
可 以 证 明 ， 对 于 上 述 给 定 的 e 220, ТЕХ EAR p, 
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р", АЖЫ 1 次 小 于 6， 一 定 有 不 等 R d, C), 
ру < 成 立 ， 从 而 /在 六 上 一 致 连续 。 

事实 上 ， 设 2 ， 刀 为 X 内 任意 两 点 ,并 且 满足 d Cp, 
p”) 之 6。 由 于 上 述 n ТЕХ, Вр BRTH 中 某 
一 个 ， 不妨 设 PE OK Pis roi/2 ) 。 于 是 亦 有 有 


P'€OC(pi, ro,) (2) 
另 一 方面 ,又 有 
di Ср”, pi) Sd i Ср", рә) +d, (p', pi) 
< ó+ rpi/2 Жт»,/2 +т›,/2 =r»; 
此 即 说 ， 亦 有 
DEO (pi, ть, ) (3) 
综合 (2 ) ，( 3 ) р", Р”ШШЩ РО Ср, rs, ) 
故 由 (1 )， 有 
d, (fO), )<e 
ЖЫЙ, XER Hy Z БОИ, Җ E E ЕВЕ В Ор) 
=f (xi, Xz, е, ха) 在 I 上 是 一 致 连续 的 。 
3.3 ”压缩 映射 及 其 应 用 


下 面 我 们 研究 《Xi d) 到 其 自身 内 的 一 种 特殊 映射 。 
ЖХ ИРАНИ СХ, d) 到 其 自身 内 的 映射 。 若 
存在 实数 A € (0, 1) 使 对 X 的 任意 两 点 p，gq， 恒 有 不 等 式 
а (/(p), f(gq)) S Ad(p, q) 
RL, EK ECX: d) 内 的 一 个 压缩 映射 。 
从 定义 可 以 看 出 ， 半 到 其 自身 内 的 压缩 映射 必 为 了 内 的 
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连续 映射 ， 并 且 是 一 致 连续 映射 。 
定理 19 (Запас AAGA СХ, <) 起 完备 
的 度量 空间 ，7 是 《Xi d) р ЕИ, ИЙЕР 唯一 
不 动 点 加 《〈《 即 存在 唯一 的 boE 瑟 ， 使 六 (р) =Po 成 立 》。 
证 明 : 任 取 p, EX, Ж 
Parif (pa) (n=1, 2) 
则 有 
d (Pa, рз) =d(AbD)，7(ba))s 福 Ad(b，bs) 
4(фз, ра) =4 (0р2), f(bp))SC A dpa, ns) 
АА Cpi, Pa) 
— 8ш, jí 
d(b., baa iS As 1d( pis р) Cn=i,2,) 
今 设 m，? 为 两 个 正 党 数 ， 并 且 假 定 mr。 于 是 
d C Pas p.) <d (ра, Pasi ) +4 (b.a,: y Pura) + 
+4 (pa-i Pa) 
Сла Antet A? d (pi р») 


дк! 
Sisk аср, фа) (s) 
而 1im + == d Cpap) =0, ЖИИ (p. }Ж(Х, d) 的 一 


О СОВОК ВРХ 00, PA 
limp. =p €X 
对 ps = f Chami ) 两 边 求 极 限 ,并 考虑 到 7 的 连续 性 ， 得 
bi =f (po) 
因而 po 是 f 的 一 个 不 动 点 、 
下 面 证 明 不 动 点 的 唯一 性 。 
BELAL EX 亦 满足 1( р' у) =р'. 于 是 有 
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dl Pos PISALI FDY KAd Do, D) 
因为 0< 和 <1， 故 必须 d Chos D) =0， 即 必须 p = p'. 
Banach 压 缩 映 射 原理 是 分 析 中 的 一 个 很 有 价值 的 定 
理 ， 它 不 仅 可 以 用 来 证 明 诸如 代数 方程 ， 征 分 方程 ， 积 分 方 
FOTE, m HIET AZKE RRA ERRE 
程 的 近似 解 的 一 种 实用 方法 。 在 不 等 式 ( * ) 中 , 令 m> +оо, 
给 出 了 第 ?次 选 代 与 真 解 之 间 的 误差 估计 
г. асра ро) асро h) 


例 1 BI= (x; ахь), fı I>1 为 可 微 函数 并 
ВІ (<) IKK. ОСК 1, 则 存在 唯一 的 xoET 使 
f(x.) =xo。 

这 中 因为 由 Lagrange 中 值 定理 知道 f 在 区 EI EW JE 
Lipschitz 条 件 : 

Ух, yEI=> |f (х) -f(y)|<K|Ix-y| 
РЕНИ ЯТ, BERAE HRA x E f(x.) =x。。 
这 说明» = f C x) 的 函数 曲线 与 直线 y =x 有 唯一 交点 。 

这 个 不 动 点 可 通过 迭 3: 

代 法 逼近 〈 图 26 与 图 
27 分 别 表示 了 0< 
Ску <415-1 
<f' (x) 过 0 两 种 
情况 下 的 收敛 过 程 )。 


#12 方程 x =qsinx+a (0<q<1) 称 为 Kepler 方 
程 。 它 是 用 来 确定 行星 在 其 轨道 上 的 位 置 的 。 这 个 方程 有 否 唯 
一 解 呢 ? 我 们 可 以 把 它 归 结 为 映射 /( x ) =gsinx+a 是 否 
存在 唯一 的 不 动 点 。 由 于 |f’(x)|<q<1， 所 以 由 例 1, 这 个 
方程 是 有 唯一 解 的 。 我 们 可 以 通过 迭代 x，,! =дз1пх„+а, 
求 出 它 的 近似 解 。 

#15 研究 由 线性 方程 组 

ys É anxi+bi (i=1, 2,.…n) 


所 给 出 的 (R*，; d) 到 其 自身 内 的 映射 了 ”=f(X), 其 中 外 
= (xi, xi се, Xa), Y= (y X s yy，)，d 是 
Euclid 距 离 。 

BR, (К; d) 是 完备 的 。 我 们 来 寻找 使 Y=/ (СЛ) 
HERDAR. RER р P, х0, e P) 
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便 是 方程 
к= Eanxth (її, зул) (1) 
= 
的 唯一 解 。 


设 X = (1,05, х2) ЫХ” = (х,”, х,а) 
为 Re 的 任意 两 点 。 令 / (XX) =Y’, f CX”) =Y”. 
于 是 有 


Y'= han 十 Diy È baxi +6, чу 
РОД 

коес Ea Xf + bi, 2х] +b", 
Хах] +b.) 


ао f š[ Pan c-a FY 
由 Cauchy 不 等 式 ， 有 
ç a А 
ri - H .` ы 
[а бху, x,") | <( $a) (e 
хэ} (а) O, х” 
所 以 ， 
гүү у {è [она хор 
[E ара, X 
ijel 
欲 使 /为 压缩 ， 只 须 
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k; dh masa (2) 
Шс) НОЕ Ху, = fcX O) 


设 (хо, Yo) €32, П, (х, yo) 的 一 个 
{а К-К, р {Ж ДЇ1.1рзсһ1ї® р (Ж 
二 个 变量 ) ; 
Сх, у) - Í Cx, 2) \«<Кіу-2| 《KK 常数 ) 
sU AUER fy, =y Ох, ) 的 微分 方程 

=f (x, у) a) 


САУД рр A МЕ hy fe (Picard 存 在 定理 〉。 


在 :、 


і 我 们 考察 具有 某 种 性 质 的 连续 函数 所 成 的 集 MM ， 
以 及 到 其 自身 内 的 映射 了 3 一 > 了 y， 它 由 


‹Туу(ху=у,+|` Fox, убо? dz 
xo 


所 定义 。 那 么 究竟 怎样 的 M 可 被 7 映射 到 自身 呢 ? 为 了 回 
答 这 个 问题 ， 我 们 首先 在 N: 内 选取 (xs，y。) 的 一 个 邻 域 
入 ,， 并 使 N :是 紧 的 。 于 是 存在 正 数 L， 使 对 一 切 (х, у) 
ENH 
lf (x, y) |<L 
ЖУ Сх) 是 这 样 的 函数 ， 它 的 图 形 落 在 NN ;内 ， 则 有 


Гу) Cx) -yo =|| fr, убода |< 
хо 


І.|х- х. | 
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图 28 

这 表明 ,如果 y 是 定义 在 |x хо «арР НДЕ |у) 一 
yo。l<L*d 的 连续 函数 ， 则 Ty 也 满足 同样 条 件 。 所 以 我 们 
可 以 选取 充分 小 的 d， 使 

#=(х,-4, xz +a) x (yo-Ld, yo+Ld) 
落 在 六 ,之 内 。 因 此 ,如 果 我 们 把 必定 义 为 图 形 在 级 内 且 通 过 
(xo, Vo) 的 连续 函数 全 体 〈 即 定义 在 闭 区 间 [xo-d， 
xo +d) EBRE. —14,у +14) ,并 且 满足 ye = f(x.) 
的 连续 函数 集 )， 那 么 映射 了 便 把 M 映 到 其 自身 内 。 


内 的 度量 采取 
Яу» ya) =max|y;(x)— у(х)! -|=- > 
容易 验证 M 是 完备 的 《完备 空间 Crz,-dyzo+dl 的 闭 子 焦急 
完备 的 ) 。 


如 果 令 d 开 <1， 我 们 还 能 保证 映射 7 是 压缩 的 。 事 实 
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上 ;有 


ICT) Ca) = Тә te iaj fi, F усю? 
= f (x, 2(х) ) а | 


<4:тах | f (x, y(x)) —f (x, 2(x)) | 
<9:Ктах іу Сх) = 2(х) | 
从 而 存 
ITy-Tz2|<d+-K |у-2] 
Ш Banac hji ИЕ, ТЕМ р РТЕҢЕ—2Ж C 并 内 的 元 
ЖЖЖ) 使 ( 1 ) 成 立 。 
压缩 映射 原型 不 仅 阐明 了 不 动 点 的 存在 性 与 唯一 性 ， 而 
且 还 为 我 们 提供 了 求 不 动 点 近似 解 的 近代 方法 。 收 鱼 于 x。 的 
逐次 近似 x 可 以 由 任意 一 个 元 素 x€ 六 出 发 ， 但 元 Ж x 的 选 
择 好 坏 会 影响 { xs } 的 收敛 速 度 。 此 外 ， 有 时 不 等 式 
d(f(p), f (0) ) S Ad(p, qY 0< A<1) (9) 
PERAZA ERRA, {НДЕ ХУ ЖАЛУ KF ЙГ, 
RIMI UEF ESHERI, RPC e 中 的 人 
必须 满足 0 过 4 过 1 而 不 能 放宽 为 1。 例 如 考察 


ftx) =х+у-аговх 


H Farctgx< g UKARAE EER „НЛ x<y, 
由 中 值 定理 ， 却 存在 5 Є (х,у), 
f(y)-f (x) =э-х-үргү+ 


即 有 
т асу Су), fe))<d(y, х) 
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然而 找 不 到 4< д <<1 使 
dCfly), ЈС) ) 委 1d(Cy，x) 
成 立 。 


$4 Welerstrass 逼 近 定 理 


父 记 周 知 ， 一 个 在 有 界 闭 区 问 上 连续 的 函数 可 能 每 一 点 
都 不 可 导 ， 但 我 们 却 能 用 无 穷 可 微 函 数 来 一 至 逼近 它 。 这 一 
节 我 们 要 介绍 著名 的 Weierstrass 鼻 近 定 BE 与 Bernstein 
多 项 式 。 为 此 先 做 些 准 备 。 


4.1 Стеклов ў 
为 了 研究 函数 在 某 一 点 的 性 态 ， 我 们 在 每 一 点 处 用 包含 
此 点 的 一 个 小 区 间 上 函数 的 《平均 》 值 来 近似 代替 函数 在 这 
一 点 的 值 。 为 此 引入 函数 
A Ca) = | у сэй, Ch>0) a) 
fx (x) RHS Сх) 的 CrekzoB 函 数 。 
容易 验证 ， 必 7 在 x, 连 续 时 ， 有 1im fa Cxe) =f(x0), 
事实 上 ， 任 给 之 0， 由 于 f(x) 在 x, 连 续 ， 所 以 存在 00, 
Hjt- хо СОВА (1) -f Cx) [<ER wr, 于 是 
当 h<6 时 ， 便 有 
Aad- faol = 1-1 |} CD- оода 
==: |та | 4 
<j. If Ct) - f(x )|di< е 
由 此 给 我 们 一 个 启发 ， 当 f (x) 在 x ,连续 时 , 我 们 可 取 
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足够 小 的 h( 二 0 ) ， 用 fs(x。o) 来 近似 f (хо). 
HX, f CO) ДЗК ЕЕРЕЕ, Стеклов 函数 
便 在 R 内 处 处 连续 。 例 如 ， 对 著名 的 Heaviside 函 数 


0， x<0 
го =Í 
1, xZ0 
РА 
1 
=x 
o 
m 29 


它 的 CrexzoB 范 数 即 为 
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(0, х<-Һ 
x>h 


lath ， p<xeh 


这 是 在 整个 实 轴 上 连续 的 函数 。 

虽然 当 h 充 分 小 时 我 们 可 以 用 f。( x ) ЖШТ SC), 
但 一 般 而 言 ， 我 们 不 能 借助 f。( x ) 来 一 臻 逼近/ (* ) 。 因 
为 如 果 可 以 的 话 ，f( x ) 岂 不 就 要 连续 了 ? 但 是 尽管 如 此 ， 
СОБУ Сх) 有 所 改良 了 。 


4.2 Crek108 函 数 的 卷 积 表示 
为 了 使 用 的 方便 ， 我 们 需 将 CTeknos 函数 表示 成 无 穷 
限 积分 的 形状 ， 即 通常 所 说 的 卷 积 形式 。 
考察 函数 
0， [x|>h 
Yh, |x|<h 
这 是 R 上 的 一 个 逐 段 连续 的 非 负 函数 ， 并 且 有 
Ге. (х) ах= 1 


vx) =Í 


《图 31 ) 。 于 是 可 以 将 
《 1) 表示 成 


fr Сх) 图 31 
= орсо. саега Ca) 


29 
“З 
7 


记 
ШОНЕТ (27) 


ФАЯ, BR, Hf. e = ФЬ +. 

E Hü РА HJ 
Fa Cx) eR y 
е ke BRM 
可 以 设想 ， WRA ИШ 
图 形 与 9 的 图 形 
相 接 近 的 连续 函数 
甚至 可 微 函 数 来 代 
# (图 32)， 
那么 由 (27) 所 产 
生 的 卷 积 函数 可 望 
有 更 优良 的 性 质 。 

4.3 Weierstrass HAER 

定理 ”对 每 一 个 定义 在 有 界 闲 区 间 [a,b ] 上 的 连续 函 
数 〈 实 或 复 ) ， 都 能 用 多 项 式 对 它 作 一 致 逼近 。 即 对 任意 给 
EHE >>0， 恒 存在 多 项 式 已 (x ) 使 

тах |f(x)-P(x)|=1f-pl<e 


хєра,ь) 

证 明 

1° 我 们 不 妨 假定 /a ) =f (b) =0 。 然 后 将 /连续 
地 延 拓 到 整个 R, 使 在 [a,62 之 外 有 f(x) =0 。 事实 上 ， 
如 果 上 述 条 件 不 满足 ， 我 们 可 以 考察 更 大 的 区 间 Сс, d), 
〈c<a<b<d ) .并 在 (c，a) ，(b，d ) 内 用 一 次 函数 相 
连接 , 使 1 (c) = f Cd) =0。 РАТЕ Сс, а) 上 考察 / (x) 
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BIT C 1833). 。 最 后 > 
我 们 还 可 以 通过 一 个 仿 2 
HERT OERS ihi y 
变换 之 复合 )， 合 „ёё мз e 
T((ed))= 6-3, 4 

] 。 所 以 我 们 不 妨 一 a 3 
ЖИА Са, b) = С-Ф k). 

对 每 一 个 自然 数 n， 置 


(1-х%®у*, !x|<1 
nooi Ix|>1 


ğu. = N g. (x)dx afi (1-х®)°4х, ЖАА, (x) 


=G Сх) Ја, Wha Cx) {ЕВ WEH, FHE |x1|< 1a 
ha Cx) 203 Æx >h (x) =0; 此 外 还 满足 条 件 ( 通 
常 称 为 规范 条 件 》 


j. h, Сх) ах=1 
ШТ Ва -x> Д 
i 
apa Cigxysda= 2 (1) 
17 РО (0<6<1) ， 由 于 
б<, (ху SL) 2 = (вж DC1- 65" 
所 以 当 p~ +оо, h, (х) #£E b <|x| <1 k 是 一 致 收敛 于 
零 的 。 


因为 假设 /(>) 在 1x| 之 去 上 等 于 零 , 所 以 对 一 切 xER， 
有 
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Cfsh.) (x)= 17 f (1) gs Сх) dt= 


¿[P гоо Csi) at (а) 


34|x1<+ BF, Aga C-t) = (1 xt)?" C Bf 
|x-t+|<1). 将 (2 ) 展 开 , 我 们 看 到 , EC- k, +) 
内 函数 1* 如 是 次 数 不 大 于 2 的 多 项 式 。 
3° 另 一 方面 ， 我 们 证 明 在 任何 有 界 闭 区 间 〔 - E,E 3 
之 内 ，f*h, 一 致 收敛 到 f Спо +оо), у 
FOD- fet) Сх) =) (/0х)- 
f (x-t) h, C1) dt C 3) 
任 给 8 >0, 存在 6€ (0, 1), А] (-Е-1,Е+1) 
Ф ха, x, АЖ|хү—х;|<6, 就 有 不 等 式 
[f Cx) -f (x,) |<e/3 
成 立 。 因 之 固定 65， 将 (3 ) 的 右边 改写 成 
олсо -fri h Care" Co 
-/(х-у )h. Ct) dt 
+Í” Сс -f Cet „(уй 
而 


|p CFC h ауа 


< 人 f CED -/Сх- lh Cay di 
e 


<s 


°. +. 
h ba ga 
в саев Ga a= 5 


这 个 不 等 式 对 一 切 |x|E 都 成 立 。 又 函数 在 R 内 是 有 
RA, RISC <S M. 故 又 有 


\[ CECE -FCEE h уа | 


<2M 人 六 Ciy dt=2M| ha сва 
Tü h, Ct) Е (ó, 1) 内 当 п +co 时 一 致 收敛 到 零 ， 所 以 
存在 no。, 涩 n 之 no 时 对 一 切 1€ (ó, 1) 80 <А, (е /6M 


a 


сло е-ро боа: | <e /з 
同型 可 证 
| 全 CA) 7-02 в ndt| Keys, 
(nno) 
由 此 得 到 结论 : 对 任意 的 220, f£ 16те, Hn>nHf, X 
一 切 的 xE C-E, FE), # 
If €x) -fa ha) Сх) |< ë 
BB# | /- (f +h.) |< e. 证 毕 。 


4.4 Bernstein 215% 

i SENT JJ £ iN — SGB E ТАЖ ИГЕ EE, (HB 没 
ЖШ ИЖ ИЖ ОН ЗК, Bernstein 则 具体 
地 给 出 了 一 致 逼近 连续 函数 的 多 项 式 序 列 。 

为 方便 起 见 ， 我 们 假定 f (x ) 是 定义 在 T= (0, 1) 上 
的 一 个 连续 函数 。 称 n 次 多 项 式 


в. = Е (Ъ)/ (2) a-pe (1) 
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为 的 n 阶 Bernstein 多 项 式 。 
RINER, fÆ (0,1) 连续 时 便 有 
1f-B.(/ I>0 
从 极 平凡 的 恒等式 
1= -tt = ED) (а-э (2) 
出 发 ， 我 们 可 以 推出 ， 对 每 一 个 在 7 内 有 定义 的 有 界 函 数 ， 
有 
15(DT<saplGI SG) о-о] 


= 1/1 (3) 


对 任意 给 定 的 e 220, IH Weierstrassiit a: 更, 存在 
多 项 式 P 使 1f-P1<e. 由 (3), 有 
1B.(f) -BP)I<If-PI<E (1) 
因 之 ， 
1f-B, Cf) <If-Pl+1P-B, (Р) | + 
1B,.(P)-B.(f)1<2e + | Р-В„(Р› | (5) 
从 ( 5 ) 可 以 看 出 ， 如 果 对 任意 一 个 多 项 式 P, HA 
18. CP) 一 P10, 那么 对 任意 连续 函数 /， 使 亦 有 
ПВ. Cf) -f| 习 0 了 。 又 由 于 B, 是 线性 的 ( 算 子 ) ,所 以 
我 们 甚至 只 须 证 明 对 单项 式 f =1° A | B. t) —t° | >0 
就 足够 了 。 
Dfa Ct) =t。 对 充分 大 的 x， 我 们 对 m 用 归 AE, WE 
明成 立 等 式 
Ba Cfa) CE) = Aattu lt) 66) 
JtrBEA,, = А121, 而 当 m 之 2 时 有 
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y CE yu Caem EI) 


п 
ШО,» (t) 是 一 个 次 数 小 于 等 于 m -1 的 多 项 式 ， 其 系数 的 
绝对 值 都 不 超过 一 个 与 ?无 关 的 常数 4。。 
事实 上 ， 当 m = 0 时， 由 公式 (2) ， 有 
B. Cf.) Ct) = В, (1) Ct) = 


P (nÀ k= pare 
Е (%) (1-2) из, 1 (7) 
这 时 Qo,s(t) 二 0 (п=1,2,+°). 
《7 ) 两 边 对 t 求 导 ， 得 
-三 人) (n-p) G-t) #791 


` (п _ а-ррв-1 у 
(Ра tya 0 (8) 


яв 8 Cn p) (5) 5 -.(*52) ‚ж 


《8 ) 式 左边 之 第 一 项 = -Ba ("pa-p 
= -nB.-,(fa)(t = -=n 
ж (8 ) 左边 第 二 项 乘 以 ， 风 得 


SOG) оне EOG) 
C1-1)"rt?=B,(f1)(t) 
кН 
В. Cf.) Ct) =t (9) 
到 此 已 经 证 明 4 ,=1， Qi,s (1) 二 0 (n21) 
现在 假设 对 某 一 正 整数 m〈《2 )， 当 mrZ>m 时 有 
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B. Cf.) (E) =A Ansat? +10. CE) 0) 


其 中 A. u Cn -1)- (n- (m- 1) J 


те š 
将 (10 ) 改写 成 
NN руа-ву 
(EY a 
Ao. to +l Qasa CE) G1 


并 两 边 对 上 求 导 ， 得 
ROGN eo (i-te 
EOG a-pe = 


тА, 107, CH) (12> 
(12) 式 左边 第 一 项 等 于 
єз рү _ T 5 
-EOL а-в a-pe 


= nE" (PY 1-1) eit? 


p< 


ETEC G yaoa 
- ("= Вы: СУУ бї) 
- „(1 1 (Аза и + 10. СР) 2 
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а = (0-1) -12-- "(Со 0 -т+1) ш 
п 7-1) i 


PLY Oasa- с) 
n 


= (n-1)(n Dum 1° 


《12 ) 两 边 回 乘 二 ， 故 得 


B. Cf. y Cry = (п-1)(1-2)+-(и-т) раж: 


= 
+(п-1 ү 

+1021) Q.,.-: CE) 

r Ao t" +120, РО) 


= Ал. ‚+1 n Qasa CED 


所 以 公式 《8 》 对 一 өй RAK) 。 此 外 ,显然 
有 


lim ÁA., a= 1 
及 

A... <3sup(m, (n-1)An ) 
所 以 有 


lim 1B Cfa) -fal = 0 
定理 证 毕 。 
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3 


1. 设 X，YEF?, 证 明 
х жуа X- Y|: 
4 


‹Х, Y>= 


2, iX = (xi, Xzs s Xa) fe Y = Су, Уг» 
Ya) 是 Ra 内 任意 两 点 。 定 义 Ra x R AJRI gh p ik 
d. (X,Y) = max ([xi— yil) 
5 
di (X,Y) = E lx = yil 
证 明 d。 与 d 均 为 Ra 的 一 种 距离 ( 非 了 Euclid 距离 )， 并且 
它们 与 Euclid 距 离 d 之 间 有 如 下 关系 
d-(X,Y) 和 d(CXxX,Y) 和 di(X,Y) 生 sd-(X，Y) 
3。 证 明 在 Ka 内 距离 对 于 平移 是 不 变 的 ， 即 有 
d(X+a, Y+a)=d(X, Y) (aERs) 
4。 设 {pa} 是 CRa， d) 内 的 一 个 Cauchy 序列 ， 其 
中 d 是 Euclid 距 离 。 ir {pa} 也 是 空间 (Rs; de) $o 
CR", d, ) 的 Cauchy 序 列 。 反 之 亦 然 。 
5. (CR2 d), (R?; da), CR?; di1) 内 的 单位 
图 各 由 什么 样 的 点 组 成 ? 
6. 设 B= {е,, es,…， ea} 和 B’ = (el, е!,, 


БЛВ 的 两 个 类 ， 并 设 X= У ë e= É Sie, 
定义 范 数 = * 
{Х{в= max |£ |, [Х]з=шах]5{| 
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ЖД ХИБ ERX s А А> 0 AC> 0 
使 
AIXI SEXI <C IXI s 
т. HE REHAR SAk. ERE 5 EM) AA $o 
并 且 它 们 有 相同 的 极限 点 。 
8. 设 41，A,，… 是 娄 度 量 空间 的 可 教 个 子 集 族 。 证 
明 


a) ФВ, = ÙA (alya mw)， 则 B.= Ü Ai 。 


b) 着 B= ÜA, ве U A: . 
9. 设 4、B 为 和 并 度量 空间 的 两 个 任意 子 集 。 证明 
ANBS ANB 

并 举例 说 明 ， 严 格 的 包含 关系 是 有 可 能 出 现 的 。 

10. КЖЕ CCR) 的 点 都 是 马 的 极限 点 吗 ? 
ТЖЕ ССК") 的 点 呢 ? 

11。 HXRARE., Zx Xx XR! рл 3kdae Т. 
0, РФ = q 
1, #р=ф 
ша в, CA d) 的 哪些 子 集 是 开 的 ? 哪些 
子 集 是 闭 的 ? 哪些 子 集 是 紧 的 ? 

12. 若 d 是 人 的 一 个 距离 、 证 明 


d(p,q) ={ 


6 (x, y) = d (zx,y) (x, УЄХУу 


1+d(x, y) 
也 是 区 的 一 个 距离 。 
CÈ: 若 g，b 为 非 负 实数 ， 且 b 之 a， 则 有 ° 
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13. &4,(1<й<5) Ж ЖК! xR1-—yR1 шж, E 
们 具体 的 定义 如 下 ， 
а, (х,у) = (х- у) ?3 
а, (х,у) =V | x-y] s 
da (х,у?) =[x*-y?| 


а, (х,у? =|x-2yl; 


1 x 一 
d,(x,y) = rela А 
对 上 述 各 个 函数 d i， 试 确定 何者 是 Ri 上 的 距离 ， 何 者 不 是 。 
14。 无 限 多 个 开 集 的 交 是 否 还 是 开 集 ? AMR 多 个 闭 集 
的 并 是 否 还 是 闭 集 ? 请 举例 说 明 。 
15, ЖЕДЕ М, джу. ESRA iki, 1A 
а) ФА= (x; /fG)20, x€E) 
B= {x: /0)<0, x€E) 
C= {x: f(x)=0, x€ E) 
均 为 闭 集 。 
b) D= (<, f(x)<0, x€ E 
H= (x, fG)>0, x€E ) 
I= (x; f(x)*0, z€E) 
均 为 开 集 。 
( 注 ， 例 如 考察 4= LO, +09) ). 
16。 设 集 妃 是 由 实数 序列 x= {E} 所 构成 ， 并 且 假 
= š n> +co 时 都 有 lim 5, =0 .对 x= {6,}€E, 
у= {ns。} € E, # 
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а(х, y) =зир|&$„-—- 
s €N 
及 
х+у={Ё„+г„}, ax={06,} 

证 明 

а) 已 是 向 量 空间 ，d 是 妃 上 的 一 种 距离 ， 从 而 
(E, d) 是 度量 空间 。 

b) (E; d ) 是 完备 的 。 

17. 如 果 久 的 每 一 个 点 不 是 忆 的 点 就 是 巨 的 极限 点 《或 
ARNT), ЖЖ ЖЕР ХААН ФРАЙ MXA 
ЖЕ ЕЙ] РҮ ANEA, ЭНЕ ХА. EA 

a) /СЕуУ&}СХу AME., 
b) 若 对 每 一 个 PEE 有 g(tp)=f(p)， 则 对 
—mnp€ X#Ag (p) = f (p). 

18, ЕЖЕ! f fk oi k dk b jf, Бэк 连 
续 的 充分 必要 条 件 是 它 的 图 形 是 R? 的 一 个 紧 集 。 

19. 设 f 是 度量 空间 义 到 度量 空间 Y 内 的 一 个 一 致 连续 
映射 ,证明 对 六 内 的 每 一 个 Cauchy 序 列 {xs。}, {f(x,)} 
也 是 了 的 一 个 Cauchy 序 列 。 | 

20, HERRAR T$, f, E>R1&E k 一 致 连 
续 。 证 明 ЕЛ. 

21. 设 4、B 为 度量 空间 外 内 的 两 个 不 相交 非 空闲 集 。 
定义 ` 
РФ) = TE GEX) 

证 明 f 是 六 上 的 连续 涵 数 ， 它 的 值 域 含 在 [0,1】 内 并 且 
当 pE4 时 ，f(p)=0; 当 pEB 时 ，f(p)=1. 令 人 = 
FLOED WFE (+,1) }。 ЕЛУ, 是 两 
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ХАТ, ВАСИ, Вси. 

22. 证明 f 在 度量 空间 S 上 连续 当 且 仅 当 在 每 一 个 S 的 
KIRE, 是 连续 的 。 

23。 直接 从 定义 出 发 ， 证 明 &1 的 子 集 (0,1, +, es 
ELES 

24. 车 S 是 度量 空间 外 的 闭 集 ， T ZX её Ж R. 证 明 
5ПТЖ®ЖЖ, 

25. ЖҖХАЖЙЁЙЖЪЙИ, #= 1G.)2YX6—-4 Л À 
盖 ， 则 存在 正 数 p( 称 为 Lebesgue 数 ) 使 对 X 中 每 一 个 直径 
小 于 D 的 子 集 局 至 少 包含 在 某 个 Ge 中 。 

26。 Ж 

1 


Tas} (х+ 2) x€ (1, +оо) 


证 明 7 是 具有 压缩 系数 开 = 去 的 一 个 压缩 映射 。 并 且 有 不 动 
点 为 六 = e #Жр,=1,р„= Тр. (mn=1l2…)。 
证 明 2 | 
lp.- 2 |< 2-* 
27. 设 9 为 完备 的 度量 空间 。 若 存在 正 整 数 r， 使 


r 


E E ps Na 
成 为 压缩 映射 。 证 明 f YU — Фу 6) TS 9] 5, 
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第 五 章 ”微分 和 可 微 映射 


$1 预备 知识 
1.1 向 量 值 函数 
设 S 是 Re 的 一 个 子 集 。 映射 F:S->xR* 称 为 向 其 值 也 
数 。 
设 X= (YY Xa) ES, Y=(yiys ses sYa) Є 
K Ya E COSPLAY 
аа is ebm td шас 
xa 的 函数 。 故 有 
= ji (Xyz Жа, т s Xa) ( 1<i<m) 
设 X, 与 u 是 中 R* 肉 的 现 个 向 生养 且 u 汪 0， 假定 实数 4 在 
R! 的 某 个 包含 原点 的 区 间 7 内 变化 ， 则 
P: Ar 一 ?和 + Au 
便 是 7 到 Rs* 内 的 一 个 映射 。 象 集 9 Ci WARA iñ tX B 
以 u 为 方向 的 线段 。 


Ixi, Ха, Vn 


1.2 线性 变换 及 其 矩阵 
定义 ”设施 R* 到 F.* 内 的 映射 ， 并且 对 皇 意 的 XER?， 
YeR i ЖЇГЇ та, R 
L(X+Y)=L(X)+LC(Y)K 


只 


Ібал) = а(х) 
зу, WRL 


MER. 到 NX? 的 线性 映射 称 为 R* 到 "内 的 一 


эВ, e, ез, eee e К° 的 
一 组 标准 正 交 基 ， è, ёз, se ，Sm 是 R" 的 一 组 标准 正 交 
PË, X= x," + Xt +++ + xa ta К" 的 任意 一 个 向 量 。 
令 Y= 了 (7) = 161 十 262 十 … + ya, 

由 于 工 是 线性 的 ， 所 以 有 
LX) sal) 


MAL Се) ERS, MR W BL Cer) = Et irtis 
( 1<h<n) ， 从 而 有 
ү=100- Er (ме) 


=Ë (Хн), СУ) 


今 构 造 m xn 和 矩阵 4[ 工 ] , 它 的 第 k 列 元 素 由 L(er ) 在 Re 
中 关于 6;( 1 <i<m ) 的 坐标 组 成 ， 即 


ta ы Saa 
А(1)= = (tik) i<;<m 
... eee ere oso oso oso 1<k<a 


tmi taz e fak t tma 


这 样 一 来 ，( 1 ) 便 可 以 表示 成 如 下 的 矩阵 形式 
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¿Vid fx 
| 
521 = ALLJ] 
КЕ al 
11) й 
X УЭ”. ха? 


ЖА С 1.) 完全 次 定 了 线性 变换 工 ， 我 们 称 4[ 工 ) 为 
线性 变换 了 的 矩 隆 。 
例 ” 记 复数 的 全 体 为 CY，A=a+bi 为 确定 的 复数 。 定 义 
C 到 C 内 的 映射 中 4 为 由 ACz2) = А .2z, 其 中 z=x+ wi 是 复 变 
量 。 把 C 与 R* 等 同 ， 容 易 验 证 溃 s 是 一 个 线性 变换 。 为 了 确 
定 这 个 线性 变换 的 矩阵 必须 计算 C 中 严 个 标准 正 交 间 量 1 与 i 
在 此 映射 下 的 象 。 但 
ja (1) =a+bi 
ФАС) =-b+ai 
В р Аар 
а -b 
AC YAY -| 
b 


a 
记 C 中 元 素 1= h + hi 为 2 x (1), 那么 把 映 
Apa (2) =w+vi 写 成 矩阵 形式 即 为 
(u 人 -b |" 
ul ib .) y 
1.5 线性 变换 的 复合 
设 卫 :Re ->Re 与 1 :下 *->R? 为 两 个 给 定 的 线性 变换 , 工 与 


ТЖ То, : R*>R? 显 然 也 是 一 个 线性 变换 。 
i: 
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АСЕ) = (1) 


АСТ) = (tit) 

1152 
ЭЁ йш, ua, 0, Ua JER НЕ ТЕУ vi, Ure, Ua 
是 Re 的 一 组 标准 正 交 基 ，w:，z，…up 是 Rz 的 一 组 标准 正 
交 基 。 于 是 


L(u, у= һо ( 1<;j<n) 
М Р 
Ток) = Уна: ( 1 <k<m) 


(ToL) б) =E Te 
ш Р 

= (hi tirw,) 
k=l і-1 


SE (Жаш, (<i<n) 
АСТ) 是 一 个 pxn 和 矩阵 ， 其 第 i 行 第 j 列 的 元 素 是 
E tata, ДИ 

ACToeL)=ACT)* ACT) (2) 
1.4 空间 L CR°, R?) 
我 们 将 用 上 (R*，R*) 表 示 由 所 有 R" 到 R* 内 的 线性 变 换 
组 成 的 向 量 空 间 ， 其 中 加 法 和 数 乘 规定 如 下 : 
i) WÈ: ЖА, ВЄД СВК", R=), WELA + BA 
(A+B) (X) =A(X)+B CX), (XER?) 
ii) ЖЯ, 若 AEL(R*, R=), аЄВ!, WE X 
190 


a A 为 
(аА) (X)= «А СХ) 
定理 1 设 TEL(Rs, Fe), Chi) ,为 线性 变 


l<*<s 
ТИШЕ, ШАН ХЕК”, 17 
[шол A 
т< E Z %., > [XI 
l ый Ж, ] Ç 8 3 


证 明 设 
X= е,  Y=TO=È aT) 


由 于 TODS jei C1<j<n), 所 以 
Y=TOOD =£ x C йе) =E (Белар 
js 1 тез pm 
IT(X)|? =È (Etis < С £ ti яч J 
isi j= ie je < 


"(Ë $ia) ox 
两 边 开 平方 ， 得 
IT (X01 <| Ë n peax 
үза р-а 


定义 设 TEL(R", Ке), Chi) ,为 线性 变换 


1<j<a 
T 的 矩阵 。 称 
为 T 的 范 数 。 
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HEE, Ti RDR. 内 的 一 个 线性 变换 ， 别 必 有 
ІТ < +оо, ЖЕНАТ ГИҢ, (с-МА 到 
Rs” 内 的 线性 变换 必 是 R* 上 的 一 个 一 致 连续 映射 。 


$2 方向 导数 与 偏 导 数 


2.1 方向 导数 
BEDER 的 一 个 开 子 集 ，F 是 了 到 Rr 内 的 一 个 向 量 值 函 
ЕХ EX ED, ЄК: Ніч! = 1, АЄК', 车 极限 
lim F(X,+4u)-F(%,) 
k. ç таан АРЫН 
存在 ， 则 称 此 极限 为 F 在 X。 的 u 方 向 导数 ， 并 记 作 刀 .F(X。)。 


设 FCX)= Cfi X), fO), a ja(X)]， 其 中 
fi( 1<i<m) ADAR KARERA TEH 


D.F €X.) = lim ( fal Xot Au- f (XO 
[ЕТ] А š 


Fie 
Р 


fal Xot Ач) —-f. CX.) ` 
, А 


= Dafi X), Dafa СХ), +, 
О.у. (хо) ) 

由 此 可 见 ， 向 量 值 函数 F : R> R* 的 方向 导数 是 一 个 m 维 向 
量 ， 它 的 第 ;个 分 量 是 n 元 实 值 函 数 / 人 i (X) =fi(x ixi n, 
xa) 在 Xo 的 u 方 向 导数 。 后 者 在 微 积分 教程 中 已 经 研究 过 。 

2.2 AFK 

多 元 实 值 函数 关于 坐标 方向 的 导数 即 为 偏 导 数 。 我 们 把 
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ИЕШЕ 

Жм RD 
HEZ, Сә 的 分 
Moci 


ОРЕ, FA D SJ Веру [рй Ж 
(ОО, f COD, +, fs 0, 
ERW Пе СХ) 为 


HDE C) 
由 方向 号 
D. GX, 


第 i 个 分 量 是 多 元 实 值 函 数 f ; (X ) = 
Fil XiX, t, Xa ) 在 Xo = (x?，x2，…x8) 关 于 第 个 变 
量 的 偏 导数 。 

Мп= 工时 ，F 有 形式 为 F (X) = fD, fa), 
alx) ) „Б D.F (хо) = С (хо), (xo), ae 
f(x), 其 中 xo ED= (а, 0)， 此 即 单 变量 向 量 值 函 
数 的 导数 。 

2.5 方向 导数 、 偏 导数 存在 与 函数 连续 之 关系 

1) 各 个 方向 导数 都 存在 ， 显 然 偏 导数 也 存在 ， 但 各 个 
偏 导数 存在 不 能 保证 各 个 方向 导数 都 存在 。 

例 1 考察 f: RR, 

x+y, 车 x= 0 或 y=0 
fx, y) ={ 1, 其 它 
显然 有 Dif (0，0)=D:f(0，0)=1， 但 车 取 u= 
Ca, а,), Җа,#0, a, 0, H) D, f(0,0 ) 均 不 存 
在 ， 因 为 此 时 当 14 一 0 时 ， 式 


__/(0+Ач)-/60)__ f(ru) 
А А 


1 
4 
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不 存在 极限 。 

11) 显然 函数 连续 不 一 定 在 每 个 方向 都 存在 导数 ， 反 
过 来 ， 每 个 方向 的 导数 存在 ， 函 数 也 未 必 连 续 。 

例 2 考察 


| 0, 车 x= 0 
这 是 R: 到 R! 内 的 函数 。 令 u= Ca, a,) 到 0 为 R: 的 一 个 向 
Ж, WE 
со + Аш) -/ (0). ЎСАЫ) 
À À 


— a 
= ¿í аъ 2°at #а,= 0 
l 0 Жа = 0 


ШЗҢЕ ЛИШ u 0, Daf (0, 0) 存在 ， 但 易 证 f(x,y) 在 
(0，0 ) 不 连续 ( 例如 沿 (x*，%) 方 向 趋 近 于 (0,0) ) 


$3 微 分 


3.1 微分 的 定义 

让 我 们 先 复习 一 下 微 积 分 中 关于 微分 的 定义 。 

We (а, Б) Ж-Е, Ух) 是 定义 在 (Ca，b ) 上 的 
实 值 函 数 。 如 果 存 在 常数 4 使 函数 7 C x) хой ИИ Сохо 
+h) -f(x。) 有 一 个 线性 的 主 部 

Рх. +В) -fro ) = As h+r(h) ct. 


MIN SET Ж, зоңк 0 时， 有 - 工 0 和 -=0， 主 部 
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A .8 称 为 f 在 x, 的 微分 ， 可 以 证 明 ， 函 数 7 在 > 可 微 必 在 x。 
TF, MEH Cx) =4， 反 之 亦 然 。 
当 我 们 欲 把 ( 1 ?直接 推广 到 向 量 值 函 数 F :万 (CR ) 
一 >R* 时 立即 发 生 了 困难 。 因 为 ( 1 ) 的 左边 是 m 维 向 量 ， 
而 右 式 的 是 " 维 向 量 。 这 个 等 式 应 作 如 何 理解 才 便于 推广 
呢 ? 
然而 我 们 看 到 ， f : (a, b) —R! # x€ Ç a, b) BJ 
微分 不 仅 依赖 于 zx 而 且 与 1 有关 。 但 当 x 确定 时 , 映射 ht 一 > 
f(x)，h 便 是 R’ 到 R: 内 的 线性 变换 。 如 果 把 这 个 线性 变换 记 
为 Df(x)， 那 么 便 有 
(Df (<) )(h)=f'(x) • В 
所 以 如 果 / 在 * 可 微 ， 这 就 表示 与 x 对 应 存在 一 个 线性 变 换 
Dí (x): Вэ} (x) * 
使 /在 * 的 增 量 六 (x+A) - (x) 与 这 个 线性 变换 在 h 的 
值 相差 一 个 比 h 更 高 级 的 无 穷 小 。 为 了 把 微分 概念 推广 到 向 
重 值 函数 ， 我 们 不 仅 有 理由 而 且 也 有 必要 把 上 述 这 个 线性 变 
换 定义 为 在 :的 微分 。 这 样 一 来 ， 我 们 可 以 把 定义 在 一 维 区 
lJ Са, b) 上 的 实 函 数 F 在 xE(〈(a，5 ) 可 微 的 定义 重新 理 
ЖИЕ: š 
EX 设 /是 (c,b) 上 的 实 值 函数 。 若 对 xE a,b), HE 
FUE 1 的 一 个 线性 变换 4 ， 使 等 式 
Í(x+h)—-fCx)= А СА) +rC(Ë) 
Жу, Моро) щл 0 HETE, Mek f ExT, ЭРК 
线性 变换 4 为 1 在 x 的 微分 。 通常 记 这 个 线性 变换 为 Df C x) 
这 个 定义 与 以 前 关于 可 微 的 定义 是 等 价 的 , 然而 却 为 我 
们 把 微分 的 概念 推广 到 向 量 值 函 数 提供 了 方便 。 
定义 ” 设 D 是 R* 的 一 个 开 子 集 。F 是 DD 到 R* 的 一 个 映射 ， 
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XED, heta, X+! GE 了, 若 存在 Ra 到 Re 内 的 线性 交换 1 使 
РО) А (| 


= 0 (2) 


р? < 
我 们 也 可 以 把 ( 2 ) 写成 与 ( 1 ) 类 似 的 形式 ， 因 此 ， 

如 果 存 在 R* 到 R* 内 的 线性 变换 4 使 等 式 

F744) -F(X)=4 (h) +r(h) 


2) 
成 立 ， 则 谓 F 在 x 可 微 ， 其 中 Ch ) 是 s= 中 的 向 最 ， 满 足 
иш КОЮ! - 
SSS LI 


如 果 在 刀 内 每 一 点 可 徽 ， 则 谓 F 在 2 内 可 微 。 

例 1 设 L 是 %" 到 3* 内 的 线性 变换 ，XE R*， 则 DL(X 》 
=L 

Ш ”因为 L 是 线性 变换 ， 故 有 

L(X+h)-L(X)=L(h) 

按 定 义 L 在 X 可 微 ， 并 且 DL (X) = L. 

定理 1 若 F 在 X 可 微 ， 则 它 的 微分 是 唯一 的 。 

证 明 设 R* 到 R" 内 的 线性 变换 A 和 B 都 是 F 在 X 的 微分 。 
于 是 有 


FOX+h) -ECX) =ACh) +r, (h) 
F(X+h)-—F(X) =B(h) +r, (h) 


In) | lra в) | 
корощ no, 有 Th] >0, [ар 79, 


考察 线性 变换 C = А-В, И 
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CC) =r Ch) <r (А) 
若 A=8， 则 存在 Ra 的 非 零 向 量 Y， 使 CCY ) = 00, BE 


ea ls кейт Q 
Aal [КЕП š 
故 
im LECA YDI, 
Lin AY] +0 
但 这 与 
lim JECAY)| c lim [CXWI+ [rL CA] 
À —> 0 iay Sao 7 [АҮ N 


矛盾 。 因 此 必须 A=B 
3.2 可 微 性 与 连续 性 以 及 与 方向 导数 存在 性 之 间 的 关系 
定理 3 ” 若 F 在 X 可 微 ， 则 F 在 X 连 续 。 
证 明 因 F 在 X 可 微 ， 故 存在 R? 到 R” 内 的 线性 变换 
DF(X), 使 
F(X+h)-F(X)=(DF(OX (O) +r (һу, эщ 


h >0 时 ， EEL > 0 故 不 妨 假设 iY Ch) Тее, 
其 中 ню = 0 ， 因 而 有 


Iri 
IFCX+h) -FOX) ISICD CX ) )| 
жес) < IDF(X) |» ре 
= 1 СШДЕ СХ) | +е) 0 
定理 4 设 F : D>R* 在 :XED п, ДНЮ К" 的 一 
个 开 子 集 , 则 F 在 X 关 于 任何 (lu|=1) 方 向 的 导数 D.F(X) 
存在 ， 并 且 有 
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О.Е СХ) = Ср? (хә) )(u) (8) 
证 明 ”因为 5 在 ` 可 微 ， 故 有 

F(Cx+Au)-FCx) 
CDFCX) ) (дч) +7 (Аи) 
АСОЕ (ХЭ) J) (и) +7 (ди) 


" 


所 以 
EAT Аз) GF CX 
À 
AEAT 
=(D::€X) ) (°) + А (4) 
因为 
im 1 C4u) |_ jim _lrC4u)1l- 
к À 二 el Erti 0 


所 以 当 4 趋 近 零 时 , (4 ) 右 端 极 限 存在 且 等 于 (DF(X)}( 4)， 
而 左边 的 极限 即 为 F 在 X 关 于 u 方 向 导数 D。F X) 

推论 车 F : D>R" 在 XE DD 可 微 ， 则 F 在 X 的 各 Di Ф 
数 都 存在 ， 并 且 有 

DFX) = ( DF(X)) Ce) (1<k<n) 

例 2 众所周知， 如 果 二 元 实 函 数 f(x，» ) 在 Po= 


Съ, зо) BWRIAD CP.) =E P 与 D:f CPO) 


-= -3 (PD 都 是 连续 的 ， 则 /在 (x。，y。) UMEN 


f xot+thiy c +th,) —- f (xo y) = 84 (Р), й; 


+ fc P.) .1 0 Ch), 其 中 h= Cho h) B 
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ho0 [д | 
我 们 用 这 个 例子 来 验证 推论 之 正确 性 。 事 实 上 ， 上 式 可 
以 改写 成 矩阵 形式 
fxothis yo+h2)—-f (xo, Уо) 
=f (Pa+h) - f СР) 


= CDif (Po), Daf Po) (k )+o@) 


所 以 5 D. CPO, Daf CP.) ) 是 /在 Po 的 微分 Df СР.) 
所 代表 的 矩阵 。 容 易 看 ， 出 设 o = ( 1，0 )，s= (0, 
1 ) 为 R* 的 两 个 互 为 正 交 的 标准 向 量 ， 则 有 

D, ep. = S. СР) = CDIP) ) (e, 


D, fP, = 9 CP.) = ( DfeP,) a) 


B3 Bf: DECR) ~>R1! 为 ?元 实 值 函数 。 假 定 它 
在 XED 可 微 ， 而 e,，e,，…，e, 是 R* 的 一 组 标准 E Ж 38, 


u = E me ER NERA, WDS CX) 是 /在 X 的 A 
分 。 于 是 由 Df CX) 的 线性 ， 有 
(0}‹Х)) Cu) =Ë (DEO) (че) 


= Хару Се) 


= Eu D. f OO 
kst 


=<Vf(X), u) (5) 
其 中 Vf CX) =(D,f (X), Daf (X), 1 D. f (O82328 
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fx AE. Jë 
多 元 实 值 函 数 / 子 
的 内 积 。 特别 当 u 
ў K costa i=1)，(5) 的 左 端 即 为 在 X 的 ua 方向 导 
数 ， 所 以 有 


= (0059, С059,, +" 


Daf = (DANI Ws É E CX) + соза: 
1-1 Ох 


3.3 П?СХӘ) В (Jacobian Eie ) 

EF, DICR" ) >R* 在 X 可 微 ， 其 中 D 是 R* 的 一 个 开 子 
詹 。 我 们 来 计算 微分 DF (X) у o 

设 F= (fi1,f2,…,fm)，, 其 中 每 一 个 fi1，( 1<i<n) 
都 是 D 上 的 实 值 函 数 ， 并 设 {6} Ganzes 
dj {èi} 4-42，...19) 分 别 为 *? 与 i 的 两 组 标准 正 交 基 。 
因为 

(DF(X)) Cer) = DeF(X)= (Difi, Dija Хә, 


к D fs CX) ) = È Difi CD 
E 
( 1<k<n) (6 ) 


故 由 $ 1 之 1.2， 得 线性 变换 D F(X) 之 矩阵 为 
Р.Р. Dsf1(X) 1… Dafi X) 
Df р.р. … D.f, GX) 
АСОҒ(Х)) = (7) 


pj Difa) = Dafa) 
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Лоу ho Л œ% ) 
i бх; Óx, 


ôl (ху Sheo Shw 
1 Оох» К 


Pfa оху fay 2. AA 
ó бх; 0х, 
(8) 


ЖЕ ( 7 ) 或 ( 8 ) 称 为 F 在 X 的 Jacobia n 矩阵 ， 或 称 
为 F 在 X 的 导数 ， 并 记 成 F(X)。 它 是 一 个 mxn 和 矩阵 《 这 
里 我 们 不 妨 再 强调 一 下 ，F 的 微分 是 一 个 线性 变换 ， 而 此 线 
性 变换 的 矩阵 F/〈X ) 是 F 的 导数 o MERR 表示 线 性 变 
换 有 时 会 给 我 们 带 来 很 多 方便 。 设 X= (xi,xs,…，%s) 
ЄК", 我们 约定 ， 如 果 把 X 看 作 和 矩阵 ， 在 不 作 特别 的 声明 之 
下 总 是 理解 为 x x 1 35BE. 
例 4 求 向 量 值 函数 F(x，y ) = (sin x cosy, sinx 
sin y,cosx cosy ) 的 Jacobian 矩阵。 
解 ЙР=(/,, fu, fs), ЖФ 
fi (x, y) =sin x созу 
f, (х, y) =sinxsin y 
fs (х, у) =cos x cosy 


BA 


cosxcosy -sinxsiny 
F’ (X) = | cosxsiny sinxcosy 
-sinxcosy -cosxsiny 
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例 5 ИЖР (2) = :可 以 看 成 是 R* 到 Ff? 内 的 映射 
F(X ) 。 通 过 简单 的 计算 知 F СХ ) 的 两 个 分 量 为 
fi=x:?-x:?, f: = 2 х\х» 


其 中 X= (xi, x2), Б г=ху+ х. 从 而 有 


EOD- [ -2x2 iar -Xs ] 


2х, 9х1 X: Xi 
= Chis hi) = В.е, + Ае, ЯТ 
[CDFCX7 ) (hy=<Vf СХ), b> ai 
+<Vf., (X), h> е,, 


ЖЖЖ 25 BD 29 
XL -х› hi 
Те с 


由 1.2 之 例 。( * ) 所 对 应 的 变换 即 为 2 C x i+ хой) «Н, СН 
=hi+hi), MUARI E C 2) =z? 在 点 的 微分 便 是 “用 
复数 2z 相 乘 ” 的 线性 变换 。 


5.4 ЖШ 


这 一 节 研 究 可 微 函 数 的 复合 映射 及 其 微分 公式 。 

定理 5 设 刀 是 后 的 开 子 集 ，G: D 一 > R*# xE DI 
№ 五 是 Rr 的 开 子 集 , G( D СЕ, 而 F: 三 一 > К" 在 
u=G(X) 可 微 ， 则 复合 映射 "=Fo6 在 X 可 微 ,并 且 有 


DEDO =DE ECC. D О) (1) 
或 写成 矩阵 形式 有 
CFG)’ (X)=F CEC) eU O) (2) 
证 明 设 


сокът) -EX -DELI O=) (ER) 


2(2 


F(u+K)-F(u)- (D7) J (K) =", (CK)(KER?) 
Жр) e> C130) , r (9) 1 Ka) 
因此 将 它们 改写 为 

li C> i= lal e ler CB) 1, 
Ira CK) |=]|K] |е СК) | 
其 中 有 
lim je, Ch) |=0, lim|e, (K)|= 0 
эһ кз 

给 定 h， 置 C=G(CX+h) -S(CX)， 由 定理 3， 当 h->0 

时 ， 有 C~0， 而 
[|©|=]6(Х+®)-6(Ху|<|(06(Х) J Ch) | 
+|r Ch) [KI D3CX) bejh] [Ае [е СВ) | 
= ([03(6Х) | +le:Ch)|>) eth] 

考察 

Y(X+h)-Y(X)—- СР? (и) oD G(X 2) (h) 

=F(u+C)—F(u)— ( DF(u) • DS (X) 3 (h) 
=(DF(u))XC)+r,(C)-(DF(u)es D3(X)) Ch) 
= (DF(u) ) (C) – CDS3(X) J (h) + г, (C) 
= Ср? Ки) О (Gri Сћ)) +n (С) 
0, Ж 
_ |YOX+h)- УСО - tn e Də(x) 2 (4) | 
l 


1 F 11. 
< Ср? (ы) 2 G, (h))] +Тк|! a(€) 


«Ери 1 е, сют te 


< DF(u) |е, O)|] + С060Х) + |e (9) |) lece) 
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最 后 一 个 不 等 式 的 右边 当 |h| > 0 时 趋 于 零 ， 从 而 得 
[DGF。6G)](X)=DFGG(CX))。DC(CX) 
用 和 矩阵 表示 ， 有 
(Еос) (Хх) =F (G(X)) eG (X) 
令 u=G6《X) 的 分 量 为 4i = gi (х1 2, се, Xa) 
С(1ї< р), 
Y=F Cu) WARAY =, Curs ше, ue) 
C 1<;j<m), 


H (2), f 
ду: ду, y, 
Óx, дх, дх„ Н 
ду, дуз дуз | 
ôx, Ôx: gx. jF 
| ya ду» дуа | 
N Óx, Óx; Oxs 
afi dfi 8\{ди bg g~, 
дц, би, ди, li Óx, хз дх, 
Әј. fa . Bfs || да, Әд. д9. | 
ди, дщ, ди, || дх, ôx, Óx, | 
|! 
| 
| 
fa 9f。 .. Ofs || да, Bg ©. д8, 
ди, дщ ди, / ` ôx, дх, дх, Z 


例 6 С. RR WIRA 


u =g: (Xis Xz Xs) 
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uz=g:( Xis х2, Xs) 
F, ROR HYERA 

Y= fiC ui us) 

у= fı (шщ, ш) 

уз= fs Сш, ш) 


ШЕ 


| (ôg ба, 991 
| д} СТА | ôx, Óx, > 


би. Puz) | др. Әр. ðo 
fs ðfs | ` дх, дх, Ôx,’ 
Ôu, би, 


因而 如 果 和 欲求 y; 关 于 x, ，xs，xs 的 偏 导 数 ， 可 按 上 式 
右 端 两 矩阵 相 乘 而 求 得 。 例 如 


дуу fi, 99, + Pfi 092 
ôx, ди, Ôx, ди, Ôx, 


ду, _ ôli, да, fa, дз 
Óx, ди, Óx, ди, Óx; 


ду, д]\ да, д}, н бо» 
Oxs ди, дх, ди, Oxs 


МТИ НУ, уз Рх, х, х. 
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87 设 
s=f (x, y) 
u=g(x, y> u) 
u=h(x, u, v) 
кя фо; 
解 映射 (x，y ) 一 >w 可 以 看 成 是 如 下 三 个 映射 的 复 
ү 
第 一 个 映射 F; (x, y) — (x, у, п), EWEA 
分 量 是 
fix, y) =< 
f(x, у) =y 
fs (x, y) =f (x, у? 
此 映射 是 可 微 的 ， 其 Jacobian 矩阵 为 


r $ 0 \ 
| 0 1 | 
[a 2) 
Ox y 
第 二 个 映射 是 G6; (x, y, пук Сх, п, 0), CHI 
三 个 分 量 是 
ду=х 
g:=u 
gs =g(x, y, u) 
此 映射 的 Jacobian 和 矩阵 为 
1 0 0 
0 0 
Gg ду дд 
дх y ди 
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第 三 个 映射 是 1: Сх, ш, 0) 一 >ww， 其 表达 式 为 
u=h(x, u, v) 
其 Jacobian 矩阵 为 
[ êh êh Ôh ] 
дх ， Ou » бу 
故 按 复 合 映射 的 链 法 则 有 
ГЕ 
Ox» д” 
/ 1 0 0 全 0 
- [2t 2% ar 7| о о 11101 
LOx, Ou, бу Ji _ | 
ôg да Gg |00] If 
` ôx ду Ón `дх ду 
r 1 0 
| 
¿h óh бв, óf СТА 
= 1 дх, ди, до з дх ду 
| ao ,8a.8f да,да,д[ 
`óx ди дх ду ди ду 
Be бА of oh 99 0g , 8] 
Ë | Ox би дх +- ( Ox T ди дх ), 
óh ôf ôh { дд, ӧд of 
ёи ду +v \ ду Ou ду )] 
故 得 
бы _ Oh oh ôf , 8 ( да да Pf 
dx 7 дх` du дх Әә C 
-ou Әһ, Of ,Oh ( да ,0g .0f 
дд Ou ду до ду ди ду 
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3.5 C1 类 映射 


W DAR BEF Ж, К. рокер Ев 可 微 映射 。 于 
是 对 每 一 个 XE D， 都 对 应 一 个 线性 变换 DF CX) ELC”, 
R=), XAD, ПЕС ) 也 可 以 看 成 是 D 到 L(R?,R”) 
内 的 映射 。 谓 此 映射 是 连续 的 ， 当 上 且 仅 当 对 每 一 个 XE рж 
每 一 个 8 > 0， 存 在 8 > 0 ， 当 YEDD 并 且 1X-YI< 5 时 ， 
有 
1DFCx)-DFCYyY) <e 
定义 “ 设 刀 是 R* 的 开 子 集 ，F : D>R" 是 D 上 的 可 微 映 
射 。 如 果 DF (C X) 是 万 到 工 CR*，R= ) 内 的 连续 映射 ， 则 
称 ? 是 D 上 的 连续 可 微 映射 。D 上 的 连续 可 微 映射 称 为 C'(D) 
类 映射 。 
定理 6 设 D 是 R* 的 开 子 集 ，F，-> R= 的 分 量 为 Si 
fa s fas HJF€ C! CD) 当 且 仅 当 F 的 每 一 个 偏 导 数 
Defi (X) (1<kKk<n, 1<]<т ) 在 D 内 连续 。 
证 明 ` 
必要 性 : FEC 0), ， 由 3.3 之 公式 (6 ) 有 
CDFCOO (= È Difi со БТРТ 


两 边 对 6; 作 内 积 ， 并 由 { 6; } 的 标准 正 交 性 得 


D fi(X)=< ( DF(X)) (е), ë; > a) 
(izza) 


因而 
Dify (X) —D fi CY) 
=<(DF(X) )(e)- (DF(V))(e,) , ë;> 
=< C DF(X) - DFY) ) (ck), ё;› 
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所 以 由 定理 1 有 
[Difi C9 -Dfi COIS] DFO = DFC) ) (ez) | 
e [äis | DF- DF(Y) | e Jes] e е] 
= |07 (х) - DFY) | 
充分 性 ; 设 F 的 每 一 个 偏 导 数 Dif ;在 D 内 连续 。 如 果 每 
一 个 /;( 即 5 的 第 j 个 分 量 ) 可 微 ， 显 然 F 也 可 微 。 故 不 妨 (E 
定 m= 1， 此 时 FCX) 成 为 D 到 R! 的 映射, 改 记 F(X) 为 
f(X)， 于 是 对 每 一 个 k(1<hk<n) ，Drf 连 续 ， 设 Xo 为 D 内 
任意 一 点 ， е >0 为 事先 给 出 的 任意 实数 。 因 为 D 是 R* 的 开 
子 祭 ， 面 站 /又 是 连续 的 ， 故 存在 X, 的 球形 邻 域 OCX。; гу 
CD, 5101}, 4 
e 


раро, +ю раро < a< 
& 

KEEL, h= È he, 
Fi 


FX: - f(X,) 
=f(xi+huxstha, t, Xa tha) - f (X X25, Xu ) 
= (f(x thi, x: thi, Xa + ha)— f(x ix +В, 
* кты) + (f( zi.X: +, +, X. + h.) 
= бхр, хау X + Азуу Xatha)) ++ 
+ (J.X s Kas "° Хас) Ха ЖА) – f(x i Хз, 
erp Xais Ха) 2 
=D f(x + Orhi Xz +», xa +h.) ° h. 
+D,f(x,,XL + Ө,һзе, X. + h.) $ hh 
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+D.f(Xiy Xss s Ха» Xat Ө.А.) sh 
其 中 0 之 9 ;之 1 《 1<i<n)， 又 因为 
IDrf Cxi, хау", Xk+ Orhrs ,Xe + h.) 
-Daf ба, xa е усе, Xa) | KÈ 
所 以 
IOABA CX) = D DO) з) 


= <V f(X), ћу + r(h) 
Я irch)! 
其 中 rn) IKE Sla Ketib], АШ (h| 
5001910), VAX), К> RE R' 0 线性 变换 ， 
按 定义 /在 X。 可 徽 。 由 X。 的 任意 性 知 / 在 万 内 可 微 。 
此 外 ， 由 于 线性 变换 门 /(X) 的 矩阵 是 
(0,/0Х%), Daf), ++, Dai), 
所 以 由 8 12144, Ж 
А | 
1D1001= E cp reo] ， 
而 不 等 式 右 端 之 每 一 个 ;了 (X) 在 刀 内 连续 ， 记 以 由 
1DACO-DfCY)1 = { 5 с р/с©-Ю,убз yi]: 


推 得 /是 连续 可 微 映射 。 


S4 йи # = PË Z 3t NHA 


我 们 知道 ， 一 个 函数 〈 例如 一 元 函数 ) 它 可 以 用 显 式 
y= 了 (x) 来 表示 ， 也 可 以 用 隐 式 F(x，;) = 0 来 表示 ， 
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ЖРЕЖЕ! xR! 的 某 个 开 子 集 4 到 R! 内 的 一 个 映射 。 

现在 我 们 要 问 ， 随 意 给 出 4C CR! x R) ) 到 R: 的 一 个 
BHF, F(x, у) = 0 是 否 表示 一 个 函数 ? 回答 当 然 是 不 
能 肯定 的 。 然 而 在 一 定 的 条 件 下 ， 我 们 可 以 给 这 个 问题 以 一 
个 确定 的 回答 。 

这 个 问题 的 一 般 提 法 是 : 

设 4 是 R*xR* 的 一 个 开 子 集 ，F: A> RE 一 个 映射 。 
É (Xos Y, ) =(x), х2, tt Xa yl, y) CAF HW 
足 F(X。，Y。) = 0 ,在 4 内 是 否 存在 RexRs* 的 开 区 间 Texy。 
〈 见 第 四 章 1.1 ) ,其 中 ,= {X= (xi …，xa):， |x! 一 xi°| 
<h,(1<i<m)), Ja= {= (у, е, уа) [урур 
<k, (<j<n) } 使 对 每 一 个 XE Je， 恒 有 唯一 的 YE7。 与 
之 对 应 使 F(X,Y ) = 0 ,如果 这 种 对 应 关系 存在 ,那么 便 确 定 
了 Ts 到 J 内 的 一 个 映射 .我 们 把 它 记 为 Y=f(X)， 
并 称 它 为 方程 F(X,Y) = 0 在 点 (Xu,y。 ) 的 矩形 邻 域 х, 
内 所 确定 的 隐 范 数 。 这 时 用 Y=J(X) 代入 F(X, Y) 便 
得 [os 上 的 一 个 恒等式 

F(X, f(X) )=0 

这 一 节 我 们 要 研究 在 什么 样 的 条 件 下 ， 方程 F(X,Y) 
= 0 能 在 (Xo，Yo) 的 某 个 矩形 邻 域 [sx J .内 确定 一 个 隐 范 
数 。 由 此 可 知 ， 隐 函数 的 存在 问题 是 一 个 局 部 性 的 问题 。 

我 们 也 可 以 用 球形 邻 域 Os。 Xos h), Oal Y,; h) 分 
别 代 替 问 题 中 的 矩形 邻 域 7 与 J。。 

为 使 问题 叙述 方便 ， 我 们 将 问题 分 成 两 种 情况 ， 一 种 是 
n= 1 一 种 是 n 之 1， 当 n=1 时 ， F 便 是 .4 (ске х К!) Я] R! 
的 映射 ， 即 是 4 上 的 实 函 数 。 这 时 隐 函 数 的 存在 问题 称 之 为 
“由 一 个 方程 记 确 定 的 隐 函 数 存 在 问题 ”， 当 wn 二 1 时 , FE 
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是 向 量 值 函数 ， 此 时 的 隐 函 数 存 在 问题 便 称 为 “由 方程 组 所 
确定 的 隐 范 数 存在 问题 ”。 


4.1 由 一 个 方程 确定 的 隐 范 数 存 在 问题 


设 4 是 KR"xR! 的 一 个 开 集 ，F 是 4 到 R! 内 的 上 映射。 由 于 
m> 1 的 证 法 与 m= 工 的 证 法 没有 本 质 的 不 同 , 所 以 我 们 只 
对 m= 1 的 情况 作出 证 明 。 . 

定理 7 设 4 是 R' xR! 的 开 子 集 ,Po。=(xo,，y0)E4， 
下 是 4 到 R! 内 的 一 个 映射 。 假定 下 以 及 D,F,D:F 都 在 4 内 
连续 ， 并 且 满足 

F(xo, уз) = 0 Р.Е (xo у) +0 
则 - 

i) 存在 正 数 h 和 k, IË JÉ R= { (Хх, у): |x-xol 
<h, [у-у <k } CA, 并 且 对 每 一 个 EIT= (x: 
|x-x,|<h), #WE—BJyC€J= (y: |y- y. |<k) 满足 
F(x, у) = 0, 换言之 F (x, y)=0 在 7xy 内 确定 
了 一 个 隐 函 数 y= f(x)。 Е 

11) Ю%/ЖГЕЙ У SEINES. 

证 明 ”对 定理 之 i ) 我 们 将 给 出 两 种 证 明 。 

1) 的 第 一 种 证 明 : 不 妨 假定 DF (x,, у.) >20, 
因为 不 然 ， 只 要 将 政 换 成 -下 即 可 。 

由 于 吃 ,下 连续 ， 所 以 在 4 内 存在 正方 形 S = { (х, у): 
lx- xol Kk, |y- y |<k) ,使 对 每 一 个 (x,y)ES， 均 有 
D.F (x; yo)>0。 

对 于 每 一 个 适合 |x 一 x。|<k 的 x， 把 它 看 作 固 定时 ， 
F (x, y) ж уН MAR. RFX Yo) = 0， 
所 以 有 
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F(xo, yo+k)>0 及 Fixos yk) <0 
而 在 S 内 连续 ， 所 以 存在 h， 使 在 T= (ха |x-*o。1<h} 
КЕсх, ув) РО Ех, уо- В) <0, 又 F 是 y 的 
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严格 单调 函数 ， 所 以 对 每 个 x ET, 必 有 而 且 只 有 一 个 yE7 = 
{ у: |y 一 yo1<k} 与 之 对 应 使 F(x，y)=0, 这 个 对 应 便 
是 所 求 的 隐 函 数 y = f(x)， 其 定义 域 包含 1 而 值 域 含 在 J 中 。 
i) 的 第 二 种 证 明 : 
令 C=DiF (xo, Yo), D=D,F (xo уь), 
并 定义 
ф(х, y)=F(x, у)у-С,+(х-х)-П*( у-у) 
于 是 有 
Dib(xo，yco)=DFxo yo)-C=0 
D: P (xos уо) = DF(xo, yo)-D=0 
HTD=0, $ 
E= с, ф(х, у - 5, c=” 
故 有 
G(x, у) = (у-у) +E •(х-х,) + Q (х, y) 
因为 FEC:， 故 CEC:， 由 EC!， FE 
ф Cxo yo) = 0 
Dig (xo, у) = 0 
Dip (x, yo) = 0 
所 以 存在 人 > 0 使 对 每 一 个 ( x, y) Є5= { ( x, у): 
[а= хо А, у-у |<k) 有 
| Dix, у) |<1/2 , 10р, № (x, у) |<1/2 


我 们 可 以 假定 8 是 这 样 的 小 ， 它 使 5 全 包含 在 中 的 定义 
域 中 。 对 固定 的 xE7 = (x: |х| Sk}, E ЈЕ (y 
ziy- уо <А) 上 的 映射 

T.(y)=y —-E *(x—xo)— b (z, у) 
因而 ， 对 每 一 个 (x，y) = 0 的 解 , EEG (x, y) = 0 
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的 解 ,从 而 是 y = Tx(y) 的 解 。 反 之 亦 然 于 是 问题 转化 为 对 
充分 接近 xe 的 x， 证 明 T :存在 不 动 点 。 
设 P<R， 及 |x- xo| 和 8， 因 为 
lx з) фб, y= Cx уо) [SIY (х,у) 
= (xo ydi tlp Cxo, уо) ф (хо, yo)| 
= 10, $0: y)jelx-xa]+| D: (x002) 
e Iy- yo] 


其 中 [Dpi y)|<1⁄2, [Dadi xos 0.)[|<1/28 
\ф (х,у)-— ф(х, уо) 1451-х |+ Alyy] - 
IT,G)- yo |<SIEl * h+ 1 һ+-1—& 


2 
选 h 如 此 之 小 ， 使 (2 [Е + 1)h<h, 于 是 有 
IT) 一 yo 
这 个 不 等 式 表 明 ， 当 xE {x : 1x 一 xoi<h} 时 ， 7: 将 
6E7 映 入 J 内 ， 并 对 xET 及 yi，yacEJ， 有 
ITD -Tyl = |- ф(х, yi) 


+ |, y2 1 < [у= 721 


Яа Є, TREIA HAARE o AE 
ЖУТ, (у) = y， 令 这 个 对 应 关系 xt 一 >y 为 1, 即 有 y= 
f(x)， 这样 一 来 ， 序 偶 (x, y) 便 满足 方程 F( x,y)= 0 
ii ) 的 证 明 
ХЕЛЕ x E 5k. еро e < k, 65,20 
(ха, уо) 090, 2 е 为 边 长 的 正方 形 。 由 i ) 的 证 明 过 程 
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AAAH, WHETER ССА) / ЫЛЕ = (x: [xx] 
<h) 上 ， 则 对 每 一 个 xET 了 ,有 y=f(x) €J,= (y: 
у= уо1<е }, BB#flf(x)- f(x )1< e, MA f Ех, 
续 。 当 x 是 1 内 异 于 xo 的 一 点 时 ， 设 y: =-f( x1 ) ， 因 而 有 
Fixi, у)= 0 ZD,F(xi, yi)2>0 (或 <0), 故 y= 了 (x) 
在 x! 的 连续 性 可 与 xo 时 一 样 讨论 。 

KEV EI LEEREN. BEI, $ Axt Ах) 
€l, 于 是 

F(x+ Ax, f(x+ Ax))=0, F (x, f(x))=0 令 
Лох Ах) = уох) Af， 由 微分 基本 定理 有 

“0=F(x+ Az, f+Af)-F(x, f) 
=(D FG(x,f)+ e (Ax, Af))Ax+ ( D.F(x,f) 
+Е,(Ах, Af)) Af 

ЖЕ, (Ax, АЈ) 5 e, (Ах, Af) 8 A x—> 0 时 都 趋 于 
零 ( 当 Ax~>0 时 也 有 Ajf- 一 "0 ) 。 故 


Af „_ DiF(x, +ei(Ax, A 
Ах А 


| n Af 
D.,F(x, f)+ e (Ax, Af 


Р. 
) 


从 而 


miron BRER 

HD F,D,F 2 Wó lf OLE, 

HTF 1 的 情况 也 有 类 似 的 定理 ， 但 我 们 叙 而 不 证 。 

定理 8 ШАГАХ ЛТ, Р, = СХ, у?) = 
(x°, х9, s, Xas Y?) € A, FÈ AS) К — 4 B 
H, FDKD F (X°, у), ( 1<;<m+ 1 )# E ARE 
#, ЭН 

FX’, у®)=0, D,.,, F (X°, у) +0 
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则 

1) ТЕТЕ АА, т, = {X=(x1,x:， 
Xa) [х0 |<h, 197 <m} KE 4 X, 在 一 维 
区 间 / = (y: (у-у <р 内 有 唯一 的 ?与 之 对 应 使 之 满 
УВЕ СХ, y) = 0 ， 由 此 在 1. 上 定义 了 一 个 实 函 数 
у= УХЕ (X, y(X))= 0, 

ji)  у=у(Х)›ДҖЕНу ВИ -Ri TAEI a 上 
8. ду__ ЮЕ __ дЕ дЕ 
ЖЖ, ЖИЛ е ПР" y (ic m) 

例 1 给 出 三 xR: 的 一 个 关系 

F(x, у) = у? +?х?у-х*+2х+4у= 0 
证 明 这 个 关系 在 K: 上 确定 了 一 个 隐 函 数 。 

证 明 对 一 切 x，y， 有 

D,F=3y*+2x*+ A2>0 

Am, HAER, WAF C x, y) 是 y 的 严格 增加 医 
Ж. JEB.34y> – оой, F (x, у) э +оо; щу +оо Bf, 
F(x，y ) 六 +co， 而 (x,，y) 连 续 ， 故 有 而 且 仅 有 一 个 y 
ЖЕЕ Сх, у) = 0 ， 由 此 可 知 ， 这 个 对 应 关系 确定 了 
КБА А ух ДЕ Сх, у(х) ) 到 0 

例 2 ”给 出 关系 

F (x, y) =x° + у%—6ху= 0 

试问 在 满足 F Cx, y) = 0 的 点 中 ,哪些 点 的 近 傍 关系 
F (x, y) = 0 确定 一 个 隐 函数 >=》(x ) з х= 
ER: 

Ж <` + y°- 6xy= 0 ЧЁ O [836 ) 代表 平面 上 
的 一 条 曲线 下 ， 考 察 F 上 使 
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图 36 


DIF=2x*-6%=0 D:F=3y*-6x= 0 
的 点 
显然 ( 0 ，0 ) 上 它们 者 等于零。 此 外 还 观察 到 ， 当 
x =+ ую, D.F= 0 ， 求 出 抛物 线 х= ky? БГ Ж 
点 已 ， 得 
Р=- (2501, 2⁄ 2 ) 
曲线 三 在 这 个 点 上 有 委 直 的 切线 ， 因 之 除了 原点 MP ZI 
在 其 余 点 的 邻 域内 ，» 均 可 以 表示 为 * 的 函数 。 
通过 同样 的 计算 知道 ， 在 满足 忆 ( x，y ) = 0 的 点 中 ， 
只 有 点 (0，0 ) 与 Q= (2⁄2, 2⁄4 ) 才 使 D,F =0， 
1 邻 域内 x 均 可 以 成 > 的 函数 。 
4.2 пуша РЕ ЖТР {ЕЛЕЕ 
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现在 我 们 要 把 一 分 方 
H £#4- J; PU 3E ñ 在 定理 
设 只 "中 区 向 最为 X= (ху, xa, 
为 Y= Су, Yapet, Ya ) АЕ 
Хау ts Xas Ур, Yrs ts Sa), 
的 映射 FC(X，Y ) ， 并 是 
F (Z, Y), FX, Кыс, Y) 
HP-A, 1<i<n ) pT 6 
нЕ еа RARI PRATE: 
RAER x RAFT (п> 1), X’, Y°) € A, 
РАЗ К* РИШ Я. RFX’, Y°) = 0 ,那么 在 怎 
样 的 条 件 下 ， 在 〈X"，Y'* ) Т C X°, Y° ) = 0 确定 一 
ЛЮ®Җ Ү=ЕСХ), ， 使 满足 
=F(X°), FCX, F(X)À)=0 
Шари R — ihik: 
给 出 4 上 的 一 个 方程 组 


БЕГЛ 


) бена PER 
X V y = Cxyy 
Y S= R р 


Fi (X12192 Xa yi Pa ya ) = 0 


I. Ха» Xas, Xa УУУ.) = 0 


erep жн нөн. 


F. (X12525 Xa iya 9 ya ) = 0 


已 知 4 中 点 CX，， MA 

o X. 满足 上 述 每 一 个 方程 ， 在 怎 "m ж “Q F, ва 

СХ, YO 的 近 傍 我 们 能 从 上 述 方 ну, уз, e, у. 
E? KJH, x, +-, ха: 
у= є (xi, ху +, Xn ) 
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Уз = ја C Xis Х›, s Xa) 


Ya=fa C Xis Xs s Xa) 

为 了 研究 方便 ， 我 们 需要 引入 两 个 有 用 的 矩阵 VzF 与 
V F, 

设 4 是 Re 的 一 个 开 子 集 ,F : 4->R* 是 属于 C (4 ) 类 的 
一 个 函数 ( 即 它 的 各 个 一 级 偏 导 数 均 在 4 上 连续 )。 定 义 nxm 
HIRERE V „Рп xn 的 矩阵 VsF 如 下 : 

д 


д д 3 
Óx, Е, Óx; Е, ы BF 
a 8 ó 
vF |a Ft dxf с get 
ó д 
Ia t" ax Ft с Өш" 
ó 9 \ 
n n ER 
ó К ду, ' ду. ' 
ә ó ó 
2 2208 
дуг By ду * 
У, Е | | 
ó ó ap | 
E „изе u е ©з 
` óy, ду, ду, */ 


定理 9 RAER РЖ, X,Y’) ЄА, Е: АК 
СОЖ, CH AEAF, Fa ces Fas ЖЕ 


F(X°, Y°) =0, det V F |», 5 0 
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则 存在 正 数 k 和 &; 使 

i) О. СХ h) xO, СҮ"; &уссА; 

ii) 对 每 一 个 XE O.(X"，h), 有 了 唯一 的 YE OC(Y; k) 
满足 FCX, Y) = 0, 令 f 是 由 上 述 对 应 关系 所 确定 的 
O, (X°; h)#JO, (Y°; R) 内 的 函数 Y 一 >X， 则 f € 
ССО, (X°, В) FEF O= -VF e VF 

由 于 我 们 这 里 采用 的 证 法 比较 初等 ， 为 了 节省 篇 幅 并 使 
证 明 简 明 易 懂 ， 我 们 不 准备 对 一 般 的 隐 范 数 存在 定理 进行 论 
证 ， 而 是 对 具体 的 m，n， 例 如 m= 3, n= 2 进行 证 明 ， 读 
者 不 难 由 此 推广 到 一 般 的 情形 。 

定理 ТУИН, GHE: 

i) F(xo, Yos Zes Шо» 96) = 0, 

G (хь, Yos Zos tos 00) = 03 
ji) ХЕ Р, = (хо, Уо, 25,00» Vo ) 的 某 个 邻 域内 ， 
ЖЕР, GAIA ESA —#ЧЫ T ЭРТЕР» 
ӨСЕ, G) OF /Ou УДП? I 
OC u o YG/ou С/С] 
则 
1) 在 局 的 某 个 邻 域 内 ， 方 程 组 
F= 0 
Кол 
确定 了 唯一 的 一 组 解 
有 二 
EREL Сох», уо, Zo) 的 其 个 邻 瑾 内， 并 且 满 足 
ue =u Xos Yos 26), Ua = (Xo, Xo 206) 
以 及 
221 


Fox,y,z,u(x, у, 2),0 (x, y,z2) )= 0 
G(x,y,z,u(x, y, 2),0 Cx, у,г) ) = 0 
2) ECx yo Zo) 的 某 个 邻 域内 ,4 《x,y， 
2) 与 V(x，y，2 ) 具有 连续 的 一 级 偏 导数 ， 它们 满足 


(ôu .ou ди ү 
| дх ду д2 | 
1 | 
| ôv бо ó | 
\ Ox ду д J 
ôF OF -1; дЕ OF OF 
Gu би ôx ду бг 
— сє с |с әс әс 
` u ðv / дх ду дг 


证 明 我 们 将 逐次 应 用 定理 8 。 
一 、 因 为 在 Po = C хь, Yos Zos tos 00) Ж, 
ALEC зо, Е, Ор БЕТА. 
U u 


为 确定 计 ， 假 定 -94 о, WHERE, EPA Е А 


#EF (x, y, 2, u, v) = 0 中 解 出 
u= (х, у, 2,0) 
FE 
Еу 
Ех 
由 此 可 知 ， 在 已 , 近 偿 ， 方 程 记 = 0 与 4= Ф (х,у, 2, 
о) 等 价 ， 故 在 P。 近 傍 方 程 组 = 0, G= 0 与 方程 组 
Glx, y, 2, ф(х, y, 2,0), 0) = 0 


по= ф (С хо, Уоз20, yo)， 中 ,= 一 


о= ф(х, у, 2, 0) 


等 价 。 
二 、 令 (xz y, 2, 0) 
=(@(х, y, z, x, y, z, 9)>0) 
则 有 
ф (xo, Yos Zos 96) = O 
并 且 在 ( x, Yos Zos 00) 有 
ó 
Sesa +G EO SF, 0 
XF Cx, y, 2,0) = 0 可 应 用 定理 8， 得 出 在 
C хс, Yos 20, Vo) ШЕВ О = g(x，y，z ) ЕЁ 
vo=gC Xo, Уо, 20) 及 VY (Xx, y,z g(x, y,2))=0 
三 、 将 =g Cx, y, 2) 代入 = Фф Cx, y, zw), 


得 
u= ф(х, у, 2,00х, у, 2) ) = f(x,y,z ) 
Us=f (хо, Yos Zo) 
由 此 得 
u=f (x, у, 2) 
{ Сз) 
u=g(x, y, 2) 
并 且 满 足 


uo=f CXo, Yos 20), 26 = 0050, Yo0,20) 
此 即 为 所 求解 。 
在 (xu， Yos Zos Uo, 00) 218, (C * ) 与 方程 组 
Е= 0, С= 0 等 价 。 通 过 直接 验证 ， 在 书 , 近 傍 有 人 恒等式 
F (x, y, z, f (<, э, 2).9(x,y,z) ) = 0 
GX x, у, 2, (х, о, 2),960х,у,2)) = 0 
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由 于 由 定理 8 所 确定 的 隐 函 数 是 唯一 的 ， 连 续 函 数 之 复 
合 函数 是 连续 的 ， 所 以 本 问题 之 解 ( x у 是 唯一 且 连 续 的 。 
四 、 下 以 ÔE, 00 为 合 ， 证 明 u，o 的 各 个 一 级 偏 导数 
是 连续 的 。 
对 变量 x 以 改变 量 Ax， 而 令 y，z 固 定 ， 于 是 有 
F (x+ Ax, у, 2, u+ Au, u+ До) = 0 
Glx+t+Ax, v, Z, u+ Au, u+ Au) = 0 


O=F(x+Ax, y, 2, u+ An, v+ Av) 
-F (x, у, 2, йу U) 
=F, + Ах+ F Au+ F+ * Av сї)» 
0=С(х+ Ах, у, 2, u+ Au, v+ Au) 
-С (х, у, 2, ш, U) 
=G Ax+ G. *Au+G, • Ао (2) 
其 中 出 现 的 偏 导 数 都 表示 取 自 某 个 中 值 。 h PECX уо» 
Zos tos 00) Ж, 


ôF êF | 
ди cu | 
| а 
ôG ôG] 
| ди ôv | 
.OF ôF ôG óG), Jean k: pp. я s 
Tay’ 0" бш? 5 本 均 在 此 点 近 旁 连续 ， 所 以 当 Ax 
充分 小 时 亦 有 
ЕЕ 
+0 
G. G, 
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从 而 由 Cramer 法 则 ,能 从 ( 1),，( 2 ) 解 出 


Е, СЕ, F, F. 
Ац= -А х і | 
ССА 6. Gl 
АЕ Ел 
е. 
故 得 
ди 


s. lim = ) 
дх Areg АХ 0(x, u) /д (u, ) 


0 lim 2° __0(К, G) CF, G) 
дх Ax—>0 < Olu, х) / д (и, v) 


Аа __6(Е, G) ӘСЕ, G 
о 


Е. ТЕЕ, олу ЕА ЕЕ, А К 
可 由 链 法 则 求 得 。 事 实 上 ， 本 定理 记 确 定 的 隐 范 数 方程 可 由 


下 述 函 数 复合 而 成 


K H 
Сх, у, 2) —>( x, y, 2, u v) (h., 


其 中 


u=u(x, у, 2) 
= Е (х, у, 2, п, о) 
ens у, Z, u, 0) 
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于 是 有 


用 矩阵 表示 妇 为 


{ ! 
| i 
lo 1 O, 
l Í 
oF 6F ƏF ӘЕ ӘЕ|| 0 0 1j 
Gx ду д: :Ou bu) 
` | \=0 
рос 6G 96: cG 061) „ au n! 
| Е рена , - ymi о _CU 
ôx Oy б: | Ou до Ji Эс ду ағ 
ôv ôv ôv | 
| дх ду дг| 
N 
故 得 
дх ду дг ! 
I 
| ôv 6 oo | 
N Ox ду дг / 
(ФЕ ôF - OF OF F 
| ĝu õv | | Ox ду дг 
lee G| | G ӧс ôG 
\ ôu ôv Ox ду бг 


015 设 FCX，Y ) 为 R*x R: R: рр р, Jt F 
F=(CF,, ЁК»): 
Гоху XY +y + 4 
F.=2xs x +X? -2y1? +37: + 8 
设 Pu=(2，-1; 2，1)= (X"，Y")， 显 然 F= (X°,Y°)= 0 经 
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oly к - 3y? ду» 

SIEFER j l= -128+ 0 
дЕ, ôF, || Р: 

{ду ду, 1:7 АУ 10У: (ду 


故 方程 F(X，Y ) = 0 # СХ, Y°) 近 傍 确 定 了 隐 和 函数 


у= fiC Xis х2), Ya= fal Xi, X2) 


并 且 有 
ôF, OF, | 
Ox дуз 
|дЕ, ôF, 
ду, _ 210х,_ ду, Cro) 
GEN — 128 
同 理 有 
ду 5 ду» T дуз 
дх, 32° EA 16 ° GEP 
例 4 已 知 
е 
y=rsinf 
Se дг 60 _60 
试 求 DO у” Əx ду ° 
解 ”考察 


F (x, У, r, 0) =х-—-тсо8б= 0 

G (x, y, r, 0) =y-rsin6=0 
由 于 

aCFG) _ — cosl rsing 


т =r 
86т,65) sinp = гсоѕб ' 
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iuro, НАЕСЕН r, Ө H H x,y# 
Bo Er 


н K 
Сх, у)» (r, 0 J) (х,у) 
而 使 koH= 让， 其 中 


r=r(x, y) 
н, { 
6=0(х, y) 


x = rcos' 
K, | 


y=rsin0 
由 链 法 则 ， 得 
(Or or 
[` °] | | | Ox ду 
о 1  lsin0 rcos0 | 20. д0_ 
Ux ду 
从 而 有 
ór ór x 
“95 ду ү -rsin ð | [ 1 0 ] 
дө дө ‘sing rcos 0 0 1 
Ox ду 
cos 0 sing 
“j Asing 20956 
É r 
最 后 得 
Or 00.0. 
91-= eos 0 , д» =sin0 
д д 
= 1 sin0 99 = 二 oos8 
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4.5 反 函 数 存 在 定理 

我 们 在 微 积分 教程 中 知道 ， 若 连续 可 微 函数 y= f(x》 
在 xo 存 在 导数 ， 则 在 x 近 傍 / C x ) 是 严格 单调 的 ,从 而 
x 与 3 的 对 应 关系 是 双方 一 对 一 的 , 亦 即 在 xo。 近 傍 ,y = f (x) 
FERA S CS), BRW, FT EY = f C x, tb Ж 
可 微 的 ， 并 且 有 


а La 
CJ VODs роу 
现在 我 们 利用 隐 范 数 存在 定理 ， 将 此 结果 推广 到 向 量 值 函数 


Eke 
ERI ORARE) 设 G 是 R* 的 开 子 Ж, X EG, 

F, G>R* 是 C! 类 函数 ， 并 且 

Yo=F(X0), detF'(X°)#0 
则 存在 以 X" 为 中 心 的 开 球 O。( X°, h) CG 和 以 ?为 中 心 的 
ЛО, (Y°, k), EF £O, (X°, AD) 上 的 限制 

F: Oa (X°; h)—>O, СҮ; k) 
有 一 个 С С =F; О, (9; R)>O, (X°, А), 并 
满足 


FoG=id, 或 G。F=id: сї) 
并 且 有 š 
F'(X).G'(Y)=I 或 G'(Y)-F'(X)=I (2) 
证 明 : 考察 


F(Y, X) =Y-F(X) 
由 于 F CX?, Y°) = 0, det VxF(Y°', X°)= —detF” (X) = 
9 ， 故 由 定理 9， 存在 Os。CY% К) BJ O, (X°, h) 内 的 C1 
类 函数 X=6CY) 满 足 FCY，6(Y)) = 0 ， 此 即 (1) 

由 于 X= GO) =6(F(X) ) 或 Y=F(X)=F《G(Y)), 所 
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以 由 链 法 则 便 得 ( 2 ) 

иж Баи L yas; Г” ( ) 夺 0， 并 不 能 保证 F 在 
整个 C 上 是 双 射 ， 列 只 能 保证 局 部 前 一 一 对 应 性 。 这 一 点 从 
证 明 过 程 中 是 不 礁 觉 察 的 。 下 面 的 说 子 更 能 帮助 我 们 对 这 一 
点 的 认识 。 

例 5 考察 函数 F: R*>3*， 它 的 两 个 分 量 是 

=X Xx f: = 2 х1х. 

在 圆 环 C= { (x1，x2); Klx +x?) r} Е, R 
们 有 


2x; 
F'(X)= [ 
2х› 2х; 
显然 在 G 上 ,detF'《X)=4 (х5 х2) 20, ЖИЕ 
的 定义 可 以 看 出 ,在 C 内 有 两 个 不 同 的 X 值 对 应 同一 个 Y 值 。 
所 以 在 整个 上 函数 不 存在 反 函 数 。 但 如 果 把 以 上 对 应 关系 
限制 在 C 内 的 一 个 充分 小 的 球 上 则 是 可 逆 的 。 
“4.4 条 件 极 值 
设 D 是 R* 的 一 个 开 子 集 ，f: D>! 为 C: 类 函数 。 
在 很 多 应 用 中 ， 要 求 计算 函数 f 在 某 种 约束 下 的 局 部 最 
大 值 与 局 部 最 小 值 。 这 种 约束 往往 用 一 个 向 讶 方程 下 (X ) = 
ощ, ДВОРА ( k<<m ) 内 的 C! 类 癌 量 信函 数 。 如 
BPRS фа, Y es Фа, IWA H H A 07у f 
b CX) = 0 也 可 以 代 之 以 一 组 内 元 实 值 函数 方程 
(b: (xi Xis y Za) = 0 
| 二 55 х) = 0 


Е An] 


(1) 
Ary (Xi; xi，…，xa)= 0 


230 


方程 组 ( 1 ) 称 为 约束 条 件 ， 这 里 我 们 总 假定 R< m， 因 为 
MERC) 含有 4&= 7 个 条 件 ， 那 么 适合 ( 1 ) 的 点 可 能 只 
有 有 限 个 ， 芳 R>mm， 那 么 可 能 会 没有 点 同时 适合 ( 1 ) 的 各 
个 方程 。 

条 件 极 值 的 问题 原则 上 都 可 以 化 成 无 条 件 极 值 问题 来 处 
理 ， 事 实 上 ,假定 中 ;: DR! (1< i< k ) 都 是 C' 类 实 函 
数 ， 并 且 假 定 梯度 向 量 V b C 1<i<& ) 线 性 无 关 ， 也 就 是 
说 假定 矩阵 


Diyi D. №, + Д.ф 
D: Р.ф. + Dapa! 

i C 2) 
Da, Dipi Р.ф 


在 刀 内 有 秩 为 &。 不 失 一 般 性 ， 我 们 总 可 以 假定 此 和 矩阵 的 前 
8 行 、k 列 所 构成 的 行列 式 在 D 内 不 等 于 零 ， 因 为 我 们 总 可 以 
通过 对 变量 及 对 方程 重新 编 序 而 实现 这 一 点 。 于 是 由 隐 函数 
存在 定理 ， 在 每 一 个 XE Р, тха, е, хо 
表示 x1，x:，…，xt， 此 即 说 ， 存 在 C! 类 的 沙 数 g!，Jg:， 
…，9t 使 方程 组 ( 1 ) 等 价 于 


хү=б, (Xrtis “s Xa) 


Xp= дк (Xk, s Xa) 


因而 寻求 一 个 带 有 约束 条 件 ( 1 )〈 满足 ( 2 ) ) 的 局 部 最 大 
或 最 小 值 的 问题 便 转 化 为 寻求 (mm 一 & у 元 实 值 函 数 
Н (худу > Xa) =f C gi C Xrris “s Xa) s, 
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ge (Xk+ s Xa), Kesis s Xal . 
的 无 条 件 极 值 问题 ， 从 而 归结 为 寻求 适合 方程 
3H 


= Жа kaypu sQ 4 
@ху 0 (ј= +1, s т) (C 432 
的 点 的 问题 


ШЖ (хоу, х ОДЕСА) А, ЖЕК 
МОЗ), Хх", +, ха, АКЛИ ) 
ПОЕ ЖЕ С°, Xal, ехо, хз, е, х0) H 
利 册 二 级 导数 定 则 ， 一 般 便 可 确定 这 些 临 界 点 是 否 是 局 部 最 
大 或 最 小 值 。 

上 述 方法 把 条 件 宜 值 问题 化 为 无 条 件 极 值 问题 ， 获 得 了 
问题 的 解决 办 法 ， 但 这 个 方法 有 不 可 否认 的 缺点 。 首 先是 变 
其 的 对 称 性 遭 到 破坏 ， 其 中 一 部 分 变量 志保 持 为 自 变 直面 另 
一 部 分 需 作 因 变 量 对 待 ， 这 就 礁 免 给 人 以 一 种 缺少 和 谐 性 和 
不 够 优美 之 感 ， 其 次 ， 这 样 做 会 出 现 复杂 的 计算 ， 甚 至 使 计 
算 无 法 进行 下 去 。Lagrange 引 入 了 一 些 新 的 变量 , 虽然 同 
样 把 问题 转化 为 无 条 件 极 值 问题 ， 但 并 没有 破坏 各 个 变量 的 
平等 地 位 ， 而 且 能 使 计算 大 为 简化 。 

Lagrange 参 数 法 建立 在 这 样 的 几何 事实 之 上 ， 若 Xo 是 
J 在 约 东 条 件 (X=0 下 的 极 值 点 ， 那 么 了 在 X, 的 梯度 
gradf 必 须 是 超 曲 面 B, = 0, Ф, = 0, 0, Ф, = 0 在 此 点 的 
各 个 法 向 量 的 线性 组 合 。 

为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 先 取 m= 3, k= 2 的 特殊 情况 。 
设 目 标 函 数 为 f( x，y，z ) ， 约 束 条 件 为 

g(x, у,2) = 0, h(x, y, 2) = 0 
жуд, УРЕ, ЖЕРЕ 


Айй usa ， (з Ф(х),г=%(х), 


并 且 
аф дСо,Һу /0(g,h) dy _9(g,h) /9(g,h) 


dx ° Ol(2,x) 0(у,2) dx Ó(x,y)/ д(у,г) 
代入 目标 函数 ， 得 
Ф(х)=/(х, P(x), $x) ) 
问题 归结 为 求 @ (x) 的 无 条 件 极 值 ,为 此 必须 满足 中 (х) = 0, 
Bp 


PLM, 7% д(а, h) ПИА 009, № 
"00у, 2) (2, x)t "0х, у) 


此 即 说 ， 向 量 grad7 шү O D 000-55 
ЕД ,. 


9 (0, h) 0 
CPD ) 正 交 , 而 后 者 为 曲线 [0 munak, 


以 gradf 必 定 是 曲面 9= 0 与 = 0 的 法 向 量 的 线性 组 合 


Cgradf 在 曲线 侣 0 的 法 平面 内 , 而 f= 0 的 法 向 量 以 


=0 


及 h= 0 的 法 向 量 都 与 曲线 偶 Z 0 的 法 平面 平行 ) ， 所 以 


存在 实数 与 上 ， 使 
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Óx | i Ox Ox 
| | | 
f +a да |+ш oh |a, 
| ду | A ду | 
of до 
\ дг \ Oz ШЕР | 
现在 考察 一 般 情 况 。 


设 /; ОССК) ~R: 是 目标 函数 ， 约 束 条 件 为 G(X ) 
0, Жб: D>Rt(k<m), ¥HrankG'(X) =k, #; 
XED 适合 6(X。) = 0 且 使 7 取 祖 对 极 值 ， 于 是 


df dnt 57. -4х,+ +0 ах, 0 (А) 


微分 6 的 每 一 个 分 量 g:《 X ) ， 由 一 阶 微分 形式 的 不 变性 又 
有 
ôg 6.991 5 


ВА, Aas s A ARER M, MAR) 中 各 
式 ， 然 后 再 与 (4 ) 式 引 加 ， 并 项 后 得 
SE tagge mt a 99 ) axı + (-8/ аала 


да +... ду 998 aa (fya д9. 
aska +A, 0 ах, + о 


ii дах əf- „992. 
ЖН УРА ) ах; + (res +Å: КОРЕЕ, + 
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= сс) 
由 于 X= (ху, х, x.) 要 满足 G(X) =0, 故 变量 
Xis xi，…xa 之 间 不 可 能 是 独立 的 ， 所 以 不 能 立即 从 (C ) 
得 出 每 一 个 dx; 前 的 系数 等 于 零 的 结论 。 但 是 由 于 


Gg! дв, с да 
Óx, Óx, GEM 
дд, дд дд; 


ôx, Óx, | Óx, 


до, ду .., 9 
\ дх, Óx, CEM 


Ер 9091» gs, Ik) 
的 秩 为 R( <m), ДЖУН 6—21 CR) +0, 
由 隐 函 数 存 在 定理 ， 可 从 方程 组 
а Сх» Ху XX Xm)= 0 
|92 2C Xis Хау °y Хауа) = 0 
{ 
ш C Xis хз, tk Xk+ 5 Xa) = 0 
Hx’ хо, зе, ха ЖХ, о xa 表 示 之 。 设 
=Ü, i (хк, > Xa) 
(D) 
X= Qi (хну ° Xa ) 
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(这 里 我 们 虽然 也 把 x, ，…，xx 视 为 因 变 量 ， 但 这 是 形式 
上 的 ， 最 终 将 不 破坏 自 变量 x:，x:，…，xn 之 间 的 对 称 
E: 

如 果 存 在 实数 4 1°, е, A 5 能 使 


(EF д 1001 +. a gno 

| DEFI ôx, Óx, ' 

| ‚себе сө онн ооо өөө воо serra】 srr СЕ) 
of o 3g док 
9х, * 419 + ЖАГ ах 


那么 由 于 xx+:，…，xa 为 独立 变量 ， 所 以 由 


Of ада Feta aa т; 
(a еа а) dent 


Of p poô а... до д9: = 
(ч вард. + +51 )ак,=0 


可 得 各 微分 系数 也 等 于 零 的 结论 。 即 有 


Oxa дху+\ "КӘ © 

СЕ) 
of o 091 a gk 
дх„ T А? хы + + Ахд. 0 


RECE) RARA, Aa’, es АЕ ЛЕ 
的 ， 因 为 ( D ) ERRA, да, s Ай }Статег , Bl 
此 同时 满足 (D ) 与 (EE ) 的 1 19， 2 ，…，Ax" 是 唯一 
存在 的 。 

为 了 求 出 约束 条 件 下 临界 点 的 坐标 xl"，xz"，…xa" 
以 及 k 个 乘 数 41"，4 :"，…4x"， 我 们 可 以 引入 辅助 函 
数 。 
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LL Cr Ау, AL) -f+ E Ag 00 
这 时 方程 组 (D ) УЕ) 就 可 以 写成 


Oxi (i=1, 2, +, m) 
д1, 
ða, 5? (ј=1, 2, =, k) 
而 满足 (FD) 的 Cx х2, ts хш, Ais Azs’, Аа) 
ВЫ ЖО) ЖЖ ТЕШ ЯЕ Ao MH R C x °, ха, +з, Xa, 
51%, Aa’, е, АО) 是 二 的 无 条 件 临界 点 ， 那 么 ( xi"， 
хаб, y Xa? ) 便 是 f 在 约束 条 件 下 的 临界 点 ， 而 4 1°， 
4°, e A415" 即 为 Vf 关于 Vgt,，Vgzs, s Vg 的 线性 
组 合 系数 。 当 然 用 Lagrange 方法 亦 只 能 得 到 极 值 的 必要 条 
” 例 “已 知 中 心 在 原点 的 二 次 曲面 的 方程 为 
> È ахих, = 1 
其 中 a; ,= aii， 求 其 各 个 半 轴 之 长 。 
解 令 X= (xi, хь, Xs), 
g(X)= Ë E anxius, = 1 
问题 即 化 为 在 约束 条 件 9(X) = 0 下 求 函数 
f (X) =Xi2 二 Xa2 十 Xs2 
下 的 极 值 。 由 Lagrange 乘 数 法 ， 引 入 乘 数 4 ， 并 考察 自 BL 
方程 


СЕ) 


w 


V/(X)- A Vg(X)=0 СІ 

由 于 f 和 g(*)+ 1482 2 次 齐 次 函数 ， 并 且 V (g(X)+1) = 
Vg 《X)， 所 以 由 Euler 定 理 ( 见 本 章 习题 11 ) ， 得 
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VIX) eX- Vg(X). AX=2/(X)+2 A (g(X)+1)= 0 
љо СХ) = 0, А4=-/(Ху,&ї%=1//(Х›У, (1) 
便 成 为 

tyf (X) +V9CX) =0 
НЮ х, х2, хз 的 三 个 方程 


Catt) x+ aix: + G3% = 0 
G21% + (G22+t) Xs+ azsxs = 0 
Gs iX 5 + аз;Х++ (@33+t) x; = 0 


因为 X = 0 不 是 本 问题 之 解 ， 故 方程 组 的 行列 式 必须 为 零 ， 
即 必须 


ut G): ais 

i 

| G Gsti аз = 0 (2) 
| as Gs: Gss+ttb 


方程 ( 2 ) 称 为 上 述 二 次 式 É Е охх НЕЯ 
É. ин A B t, b, b, Wi E 3R ЮМ 


h” һлл, вп. 
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у # 


1. ФА. BELG”, Re), CARX, 证 明 
a) 1A+BI<IAL+ ЕВА 
1C41=1Cc 141 
b) ыл 1 А-В1 ЖАН В зе K, MLA, R) 
是 一 个 度量 空间 。 


2. Ж 
f(x, у) туе И 
х, 5) = 
0 £ (х, y)= (0, 0) 


证 明 对 每 一 个 (x，》)ER?， Diflx, DDF, y) 
вА, fE 0, 0) 不 连续 。 

3. 设 f 是 定义 在 开 集 E CER) 内 的 实 值 函数 ， # 假 
ру}, D.f, 75 D.f &E ЮЖ 1, f 在 已 内 连续 。 

4. HATIRLAR LARANE Й 偏 导数 与 
方向 导数 Dsf(X)。 

a) /ОО=га,Х, 其 中 a CR" яа 98; 

b) = ХІ 

c ) fOO = LO + X, 其 中 LEL (К°, R”); 

da) ХХ? = >, Bains Gij =tio 


5 。 设 和 9 是 R "到 Re 内 的 两 个 向 量 值 函数 假定 了 在 人 
TË. /(С)=0; 9 在 C 连 续 。 令 h(X) = 000 JOD, 
знёс, ФАТ 
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С Dh(C) Guy =g(e)* ( C DEC) ) (u) ) , Gu € R°) 

6, ikh (х, у) к> (u, u, u) 由 

u=xt- 2 y 
u=xt— 2 ху 
u=3x2y—- 2 y 

所 确定 。 求 它 在 点 《 8， 一 2 ) 的 微分 。 

7. 证 明 D (f+g) = Df + Поб Мр ТА 
上 成 立 。 

8. ПАК", FADAR: hikt $ 每 一 
个 XED， 有 F’(X) = 0 ， 则 F 为 常量 。 

9 。 设 万 为 只 "的 开 集 ，F:， DD>R" 在 吃 内 可 微 、 设 X,Y 为 
DAAA, ПВА LOX, Y) 王 万 , 则 对 每 一 个 CER， 
存在 点 2EL (СХ, У) 

as (F(Y)-F(XX)) =a» {F @Y-X)} 

Ri: ЖРО =a. F (X+ 80) 

10, HCx, y) ER: 处 的 梯度 Vf (x, у) OR че 
存在 的 话 )， 


[ x*y*1n(x2+ y2), (х.у) + (0,0) 
f (х,у) = 
10, (х,у) = (0,0) 
Fi A: | xysin ED (х,у) = (0,0) 
х,у) = 


0, (х,у) = (0,0) 

11, ADAR КЖ, Ki bhkfzgX&ë D k, M 
f& D r 2 pit Ё), t R f (Az) = Af СХ уз} A 
实数 和 A 和 X 成 立 ( 4。XED) 如 果 f 是 pp 次 齐 次 的 益 且 在 X 
TR, 证明 

Vf/(X) + X=pf (X), (Euler) 
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12。 若 /和 9 是 两 个 定义 在 R ky RADR. A 

v (fg) =f Vvg+ 9 V f 
з. JERAT $, IZLAR 上， 其 表达 式 为 
а(х, у, 2) =x2z+y2+2z2， 记 有 =J。g。 证 明 

| Vh(x,y,z) ] * = 4g(x 


‚у,г) {f (g(x,y,2)) ) 2 
114.7 


=f(x,u,u), и=д(х,у), v=h(y,2), 


16. FÆR AJR? р, #detF' ( X ) 为 F 在 X 
的 Jacobian 477136, #12, 
F. А ôl fis fasea fa) _ 
A ô Сх, Куз “sy Ж») 
ЖФА, f, efa F 的 分 量 ; xi, х2, +e X a HAME о 
ЗРЯ 3 ayJacobianir#] K, 


а ) 设 F= (fi, fas fs) 为 R? 内 的 一 个 向 量 值 函 数 ， 
其 三 个 分 量 分 别 为 


fi(xisxs, Xs )= pen ç 
u 1+xi+xy+xs 


3 
(i=1,2,3, D xi -1) . 
k& 9 fu f, fs) 


д (ху, X х3) `° 
b) #x=rcos0, у =г5іпӨ, 


Су) 
RE б (7,60 
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c) #mx=rcos0siñ@, y=rsin0sing, 
z=rcosq, 


дж 00х50, 2) _ 
B Cr, Ө, P) ` 


d) # 
Xi =тс05ф 
x, =rsin 中 cos 中 : 


ху =rsin 中 ,Sin 中 :cos 中 ， 


xu_i=rsin 中 ! esin a Cosa.: 
х. =rsinọ esinda :Sin 中 。-， 


ук 0(Х%›_ Koo уа) 
RE д(т\, Pis e Фа) ° 
17. 给 定 2n 个 变量 的 n 个 方程 

Pilxio Na Kos isa Yn) = 0 (1.6) 
ӘСЕ Fo = Fa) ро, i 
一 -六 一 -——29.-- = 0, 8 
ж д Су, Yos У.) 2 


д Су, Уз» s Ya ) 
O (xi, Xas s Xa ) 


à a0 EFi, Fag Ea) з 
"CD зер; У агага 
Yn) 


Сур, Уз," 


18. 下列 各 题 之 F 与 P=〈X,，Y) 均 忆 给 出 ,请 验证 隐 
э кз} ЕПА Z. BARAAT, ATAKAA 
有 一 级 偏 导数 之 值 。 

a) F=(F,, FF.); P=(0, о; 0, 0), 

F,=2x,- 9x;+yi—- у: 
Fi=x + 2х,+у,+ 2y: 
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b) F=(F,, Fa); P= (3, -1 2, 1) 其 中 
F, =x,- 2х;+у,+ у,-— 8, 
Е, =х12- 2%:?- y1? +y: -4 
c) F=(F,, F,)s P= (2,1, -1, 2) £ T 
Fi=gxi2-x*+yiyz y+ 8, 
F,=xit+x2+yíit+yiy:" 2 
19. &Е=(Ё,, F,) 是 Ra xR? 到 R: 内 的 映射 其 
分 量 为 
TF (x ,X:, Xs У, У) =2ё?1+ yıx, — 4х2+3 
F, (ху,х»,Хзз У, У) =У:С05у1-671+ 2 xi—xs 
Жа= (3, 2, 7), b= (0, 1), ЖКР‹(а, b) = 0, 
шањи па СА š 3k Y=g9(X)3 K 9(a)= b £ 
FCX, 9(X))=0, #94 Digi G<i<3, 1<ј<2 ) 。 
20. 定义 R? 到 %…? 内 的 映射 F = (F, ,, Кузе T; 
F =e*cosy, F,=e*siny 
а) FF 的 值 域 为 何 ? 
b) F 的 Jacobian 行列 式 在 R* 的 每 一 点 都 不 为 
Ф, БЕЖАН. 


c) Ea= (0, -=)> b=F(a) SGAL ñ 


АЧ (а) =b6FBRJK hk. ЛЕКА тб RHF (a) 
KG (b), HRABAR 
F’ (a) . G'(b) =T 
21. ”证明 方程 组 
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| sz*+ у- 2+ ut=0 
| х- y+2z+ ц = 0 
2x+2y-3z+2u =0 
ЖЕЙ Ах, уи 2 表示 之 能 用 убх, у, u, Ë $É 
Axiy, z, и; 但 不 能 用 4 表示 和 %，y，2Z 
22。 在 R3 内 定义 f《x，y1，y2) =X?y1+ er 十 y: 证 明 
在 (1, 一 1) 的 某 个 邻 域内 存在 可 微 函 数 g, A g(1, 一 1)= 0 
жу (обу, ys)，Y1，y2) 三 0, f X- D.g (1, -1)# 
D,g (1, -1) 
23。 验 证 下 列 给 出 的 向 量 值 函数 РАН K hik, ÉR 
出 它们 的 反 函 数 G: 
a) Кү=х, К=х?®+х»у 
Бу Е, = zi 


1+xi+xa 


F,= х, у 
1+x;+xs (xitx,2>-1)5 
с) F,= Xicos Ti, 
хх; 
2 (х>о, 1:1<10 
24。 设 F =《 f1，f。，fs) 的 三 个 分 量 为 
fi=escosxi,fs=e"zsinx,, Јз = 2 -Cosxs, 
求 点 = (х, х, х) 使 其 近 傍 存在 反 函 数 。 

25. #Y=F (X) KB, ее, (a) = 0, і 
Д1 С (а) ЖТЖ 

26。 用 Lagrange 来 数 法 求 下 列 条 件 极 值 ， 


F,=xisin 
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a) AHR Ж W 2xi+3x,+4xs—-15= 0 T ЖЛ 3k 
xi2 十 3xz2 十 2Xs2 的 最 小 值 ; 

b) 在 约束 条 件 x; 一 xz+xs+xYi 一 4=0 和 xi+xi 一 
x. tx +6 = 0 T, A ox ta taa? +m Т 

c) 在 曲线 x 2 +4хух,+х,2= 25 EK 5 T 点 最 
近 的 点 

d) 设 b1，b,，…，bt 为 正 数 。 求 在 约束 条 件 


t g iù 
Ух = 1 тЫ Бах, Kik. 
#1 ie 


27、i) БАЖ зета zt 的 


xix Xa? )1 KI/n 


iii) Жа, пз, sy Ga 为 正 数 ， 证 明 


G taste tan 


(а;а,-а,) 1 < т 


28。 求 空间 点 〈《 xo, Yos Zo) 到 平面 Ax+ By+Cz= 
万 的 距离 。 
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第 六 章 “R* 内 的 积分 


$1 R: 内 的 Riemann 积分 


定 积分 是 为 了 计算 图 形 面积 和 解决 其 它 物理 问题 而 产生 
的 。 读 者 对 此 早已 了 解 ， 并 能 较 熟 练 地 进行 计算 。 这 一 节 主 
要 研究 它 的 一 些 性 质 ， 弄 清 函 数 可 积 的 条 件 。 这 一 切 都 不 难 
推广 到 重 积分 上 去 。 为 此 我 们 先 复习 一 下 (4，6b ] 上 的 定 积 
分 以 及 与 之 有 关 的 概念 。 


Тл Ca, b) 的 分 划 


设 (a,，6) 为 R! 的 一 个 有 界 闭 区 间 。 
定义 1 具有 性 质 
а= х,<х.<х,<:. «ха =b 
的 有 限 点 集 P= (х, Xi, 5 xa) Са, b) 的 一 个 
分 划 ， 而 хә, xi, се, Xa 称 为 分 划 尸 的 分 点 。 令 人 Axr = хь 
-xl (1<k<n), # |P | = тах {Ax} 为 分 


划 P 的 模 。 分 划 P 将 Co，6 ] y п 个 彼此 无 公共 内 点 的 
ШЕЙ, ，7:，…，T.。， 有 时 也 称 集 {T Leyes La) 为 
P 的 一 个 分 划 。 此 时 每 一 个 (a，b) ÉB T CB) I W| ky YU 
了 的 一 个 成 员 。 

定义 2 ФР, = {a=xo, xi … zm =b) } P, (a 
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= у», Yis s Yamb) Ж Са, b) HAARR. EPE 
卫 :， 则 称 P: 是 P, 的 一 个 加 密 。 

EA Ca, b) 的 两 个 分 划 ， BRP=P UP: 也 是 (a， 
b) 的 一 个 分 划 ， 并 且 P 既 是 已 ,的 加 密 又 县 已 :的 加 密 * 故 称 
卫 是 已, 与 己 : 的 公共 加 密 。 


1.2 Riemann 积 分 


假定 / ( x ) 是 定义 在 有 界 闭 区 间 Co, b) 上 的 一 个 已 

mmt Р= {1,, Га, =, Т. Жа, b) 的 一 个 分 划 。 

在 1 = Cxi, x) 内， 任 取 一 点 5 ;( 1<i<n)， 作 和 和 
S, p, É) SEFC O Ari 

这 个 和 数 通 常 称 为 Riemann 和 。 它 当然 与 分 法 Ж E= (1, 

En 5 L.) 的 选取 有 关 。 但 如 果 下 面 的 极限 存在 ， 

lim 50, Р, 6)= jim УСЕ ОДА: =I 


IPI*O 


А р; 
并 且 这 个 极限 与 分 划 P 及 的 选取 无 关 ， 则 称 f 在 (4,b) 上 
Riemann 可 积 ,简称 R 一 可 积 。 并 记 此 极限 值 为 1 在 Co,6) 
上 的 积分 : 


1= [fxd ax 


为 了 与 后 面 即将 引入 的 Darboux 积分 相 区 别 ， 我 们 暂 在 
这 个 积分 号 前 标 上 一 个 ( 怀 )， 即 记 为 


1= (R) ff Cr) dx 
这 里 我 们 要 注意 ， 极 限 C 1 ) 事实 上 与 我 们 以 前 引入 的 
数列 极限 lim n 与 函数 极限 lim fOO 的 概念 有 
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Ж» RES 7, Р, E) 并 不 是 | P | 的 函数 。 因 为 很 
显然 ， 有 相同 模 的 分 划 是 可 以 多 种 多 样 的 。 即 使 分 划 确 定 
了 ， 上 的 选取 又 何止 千 千 万 万 ! 所 以 这 里 所 考察 的 ， 实际 上 
是 一 种 广义 的 极限 过 程 。 但 它 并 不 妨碍 我 们 把 极限 工 看 作 是 
已 知 过 程 中 由 量 S S, Р, &) 所 确定 的 。 例 如 ， 以 р) 
长 的 矩形 有 千 千 万 万 ， 这 些 和 矩形 的 面积 也 不 尽 相 同 。 它 们 虽 
然 不 是 p 的 函数 ,但 面积 恒 小 于 Pp*/4, 故 当 p 一 0 时 ,也 可 以 使 
这 些 以 p 为 周 长 的 矩形 面积 都 趋 于 零 。 所 以 明确 极限 ( 1 ) 的 含 
义 是 非常 必要 的 。 它 的 含义 是 指 : 

对 无 论 怎样 小 的 正 数 s ， 便 存在 ó> 0, E (а,Ь) 
的 任意 一 个 分 划 P， 只 要 PIKO REEL = [xi 
xi) 如 何 选取 ， 必 有 不 等 式 

15 7, P, 5 ) -I|<e 
成 立 。 

由 Riemann 可 积 的 定义 ， 立 即 可 以 推出 ， 若 了 在 [o， 
b) 上 可 积 ，j 在 (ac，5 ] 上 一 定 有 界 。 事 实 上 ， 对 给 定 的 。 
= 1， 由 于 f 在 Ca, b) 上 可 积 ， 所 以 存在 着 8 之 0， 对 任 
何 一 个 模 小 于 6 的 分 法 P= {xo， xi, t Xa), ИЕ Е 
EEE [x;i-,, xi), Ж 


BIG) Ав -I | <1 
从 而 有 

01да, +119 E /@4х, Ce) 
HNE, Es = Ë, MAE 在 Са, x, ) 内 变化 ， 
Жз Се ) MASOOD Са, х.) 上 有 界 。 同 理 可 证 


248 


f (x) 在 I2= Сх, XJ, 56, Ia= Cxa345 2 EH Ro 
Af Сх 在 整个 区 间 Са, b) 上 有 界 。 


1.3 Darboux 积 分 
为 了 更 好 地 研究 Riemann 积 分 ， 我 们 用 Darbou x 的 方 
法 ， 引 进 比 黎 曼 和 更 简单 的 两 个 和 数 。 
EXI ” 设 /是 有 界 闭 区 间 〔a，8 ] 上 的 有 界 实 函 数 ， 书 
Ж (а, b) 的 一 个 分 划 。 设 
Mi=sup{f (x): xr- K[X, ) 
me=inf (f (x): xx-i<x=<xk ) 
С1<Ё<п) 
E 
UCP) = Ë Мадху 与 Lif, P) =È m Ax, 


DURU C, p) SL Cf, 了) 为 1 关于 P 的 达 布 上 和 与 达 
布 小 和 。 i 

达 布 上 和 与 达 布 小 和 的 几何 意义 是 非常 明显 的 。 它 们 是 
以 (x;-1，Xxi 006, 分 别 以 MM ;及 m; 为 高 的 那些 矩形 面 
积 之 和 。 

达 布 和 有 如 下 的 主要 性 质 : 

性 质 1" 50 Са, b) 的 一 个 任意 分 划 。 有 

Líf, P<S(f, P, & )<U f, Р) 
这 由 达 布 上 和 与 达 布下 和 以 及 黎 曼 和 的 定义 立即 可 以 推 


性 质 2” 设 分 划 已 ,是 分 划 书 的 加 密 ， 则 
ИС}, P)2U (f, P, > 
Lf, POSL, Pi) 
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这 个 性 质 表明 ， 当 分 划 加 密 时 ， 相应 的 达 布 上 和 不 会 增 
加 ， 而 相应 的 达 布 下 和 不 会 减少 。 
证 明 以 上 和 为 例 , 先 设 分 划 P, 只 比分 划 P 多 一 个 分 点 。 
为 确定 起 见 ， 假 设 
P= {ху ху, +, х, Xr, Xa} 
Pi= [xo ху, +", хасу ©, ха, "°> Xa } 
ИУ СХ c) Cc, xx) 的 上 确 界 分 别 为 人 fi 
BM, BRM SM, M..<M,., 于 是 构成 U(f， Р) 
БОС), Р.) 的 和 式 中 ， 只 有 对 应 于 ( ху, ху), 


[Cxk-l，c] 及 [c，xx] 上 的 项 不 同 ， 其 余 的 项 都 是 相同 
的 。 所 以 有 
U<f, P)-U<f, P)=MeCxe-xri) — 
(Му, (c-xx-i ) + Муз (x =c) ) 
= (Му,-Мү,) (с-хк-,) + (Мү- 
Mi:) (ху-с);>0 
当 分 划 已 ,的 分 点 比分 划 书 的 分 点 不 止 多 一 个 时 ， 我 们 可 
世 逐 次 用 加 入 一 个 分 点 将 分 划 加 密 的 办 法 ， 一 步 一 步 地 证 明 
Zi 
#й5° BP, Р, Са, b) 的 两 个 任意 分 划 ， 则 有 
т-а) <L (f, P, ) <U (f, P,) I 
<M (b-a) (2) 
其 中 
М = sup f(x), m= inf f(x) 


хє[к'ь] ає[а'ь] 
这 个 性 质 表明 ， 任 意 一 个 分 划 的 达 布 下 和 总 不 会 超过 另 
一 个 任意 分 划 的 达 布 上 和 ， 而 上 和 与 下 和 总 是 介 于 т-а) 
与 -9) 之 间 。 此 即 说 ， 由 所 有 达 布 下 和 或 达 布 上 和 组 成 
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的 数 集 ， 是 一 个 有 界 数 集 。 
证 明 因为 Mk 和 M，msPM (1<k<n), H 


U Cf, P) = Ë Мадз <M É Ax- Mb -a) 


L Cf, P) = Em As >m Ë Az=m(b-a) 


所 以 不 等 式 ( 2 ) 之 最 左 与 最 右 两 式 是 成 立 的 。 

设 忆 是 分 划 忆 ,与 已 :的 公共 加 密 。 由 性 质 1 "及 性 质 2°, 
有 

m(b-a)<L(f, PSL f, P)<U (f, Р) 

<U(f, Р,)<М (b-a) 

现在 我 们 来 引入 Darboux 积 分 。 从 上 面 性 质 可 以 看 出 ， 
达 布 上 和 有 下 界 ， 并 且 随 着 分 划 的 加 密 而 减少 ;而 达 布下 和 
有 上 界 ， 并 且 随 着 分 划 的 加 密 而 增加 。 故 对 每 一 个 有 界 函 数 
f 

inf {U (f, P): РЖ Са, 6 的 分 划 } 


sup (L (f, P): РЖ Са, b) ЮЛА) 
但 存在 且 有 限 。 称 


[ar=int {Uf P): Р Са, 6b) 的 分 划 } 


为 /在 Co，6) 上 的 达 布 上 积分 Ж 
f! jdz=sup{L Cf, PD: РА Са, 6 的 分 划 》 
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ЭЕ Са, b) 上 的 达 布下 积分 。 
由 前 讨论 ， 显 然 有 
твам (5-а) 
定义 4 车 
Ee 
则 称 f 在 Cab) 上 为 达 布 可 积 。 它 们 的 公共 值 称 为 7 在 〔 o， 
2 ] 上 的 达 布 积分 。 并 记 为 
сро [ах 
1.4 Darboux 可 积 的 充 要 条 件 
定理 1 设 /在 (a,b) 上 有 界 ， 则 /在 (a,，b) 上 达 布 
可 积 的 充分 而 必要 条 件 是 ， 对 任 给 的 正 数 8。， 存 在 Ca,，6) 
的 一 个 分 划 已 ， 使 
U¿<f,.P)-L(f, P)<e (3) 
成 立 。 


证 明 ”充分 性 。 
车 不 等 式 ( 3 ) 成 立 ， 则 有 


[у=[у<и су, Ру -zj Ру<е 


由 = 的 任意 性 ， 得 | 7 -人 7， 此 即 /为 达 布 可 积 。 

必要 性 。 

藻 / 为 达 布 可 积 ， 则 对 任 给 的 > 0 ,存在 分 法 P1 与 P， 
使 


осу, р.у <|у+ел 
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5 
. 


г. Р.> [1-е 
设 P 为 P, 与 P: 的 公共 加 密 ， 从 而 有 
= ерау, Py SL Cf, PD SUCf,P y 


<U 4, P <| f+e/?2 


而 fis- fir wa 


U (у, P)-L(f, P><e 
定理 证 毕 。 
4а Му-ту= 94 为 f 在 ( xi-1:，x2) 上 的 振幅 ， 则 上 
述 定理 可 以 改 述 为 : 
EEV f 在 C4,b】 上 达 布 可 积 的 充分 而 必要 条 件 是 对 
任 给 的 8 之 0 f Са, b) 的 一 个 分 划 P， 使 


È orAri<e 


推论 1 车 f 是 Ca,b] 上 的 连续 函数 , 则 在 (a,b 上 
达 布 可 积 。 
证 明 因为 在 (Ca,，6)】 上 一 致 连续 ， 所 以 对 任意 给 定 
的 'e >0 ， 存 在 > 0 ， 使 对 [ca，b ] 内 的 任意 两 点 x 与 
х”, АЖ |х'/-х”|<5, EAr 
Сә РС) [< e /(b—-a) 
故 对 每 一 个 满足 1Pi 过 3 的 分 划 P， 必 有 


U (f, P -Lf, Р) =È CMi -me) Ax. 
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<s 2 x= ААху = G- a) = 


Ж/Е Са, b) 上 达 布 可 积 。 
推论 2” 若 f 是 (a，5b 1 上 的 单调 函数 ， 则 f 达 布 可 积 。 
证 明 不 妨 假定 是 单调 增加 的 。 考 察 (a,b】 上 的 一 
个 任意 分 划 已 = {a=xo，x1，…，xa=b}， 使 满足 


ЇР1< Fory- fa) 


HTM -me= f (xx) -fC xri), MA 


UG, Ру-10, P= E {fOD -f } Ах 


<f- H È E OaD -f Oaa) 2 


“FOF tf O 70007 


=e 
BREZ, JE Со, b) 上 达 布 可 积 。 

引 理 1 设 已" = (I, І,, a i I, ) E Ca, b) 的 一 个 
分 划 ， 则 对 > 0 ， 存 在 0 > 0 ， 使 对 每 一 个 模 小 于 5 的 分 
法 P， 它 的 不 完全 包含 在 P* 的 某 个 成 员 内 的 那些 成 员 长 度 之 
和 恒 小 于 8 。 3 

证 明 所 谓 已 的 成 员 不 完全 包含 在 已 "的 某 个 成 员 内 ， 也 
就 是 这 种 成 员 含有 P" 的 分 点 。 故 这 种 成 员 之 个 数 ， 不 会 超 
过 nn- 1 个 。 因 此 我 们 总 可 以 取 б< є/(п- 1)。 这 样 ， 只 
要 |P|< 8，P 的 不 完全 包含 在 P* 的 某 个 成 员 之 内 的 那些 成 
遇 长 度 之 和 必 小 于 e/(n-1)* (n- 1) = e, 


254 


定理 2 Ж/Х) Е Са, Бә 上 Darboux 可 积 , 当 
且 仅 当 
Ve(>0) 38(>0) УР(|Р|<ә) = 
U(f, P)-L(f, P><e, 
(或 imCU (f, P) -L(f, P) = 0), 


证 明 定理 的 充分 性 由 定理 1 保证。 下 证 定理 的 必要 
性 。 
ИТЕ Са, b) 上 达 布 可 积 ,并 设 1 几 委 M 。 由 定理 1 ， 
存在 分 划 P"， 使 
U (у, Pey= Cy; Le 
0 е /4M 为 引 理 中 的 e , T b 即 为 引 理 中 对 应 于 e /4M 
的 那个 8。 
设 P 为 任意 一 个 模 小 于 3 的 分 法 P= (T ayesha 
它 的 成 员 可 以 分 成 两 类 ， 第 一 类 的 成 员 完 全 含 在 P* 的 某 个 
成 员 内 ,第 二 类 的 成 员 则 包含 p* 的 分 点 ， 而 后 者 长 庆 总 和 
小 于 e AM, 
设 P 为 P 与 P* 的 公共 加 密 。 显 然 杰 有 
(9 Ax Uf, P)-L(f, Р) <e/2 


考察 

О (у, P)-L(/f, P) =o Ax, = +>: 
RPE ,表示 与 P 的 第 一 类 成 员 有 关 的 那些 项 ， 由 于 这 些 成 
员 也 是 五 的 成 员 ， 所 以 有 

> 9 Axi <E o iAxi<e/2 
而 二 ,表示 与 P 的 第 二 类 成 员 有 关 的 那些 项 ， 所 以 有 

二 :0OiAxi 和 2MZE:Axi<2M • e /4M= e /2 
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Юж, ІРІ < 8 时 ， 恒 有 
Emo Ax,<e 证 毕 
Ср) 
推论 ” 当 / 为 Darboux 可 积 时 ， 则 有 
limU (f, P) =limL(f, Р) = cD) fr 
证 明 因为 1 Darboux 可 积 ， 故 有 


[== софу 


从 而 
(U Cf, P) -f D+ rL er, 


=U(f, P) -L (f, P>—> 0 
上 式 左 端 每 一 个 括号 内 均 为 非 负数 ， 因 此 有 
b 


ит U¿/, P= D| f=limL(/, P) 
Рә0 P >0 


1.5 Darboux 可 积 与 Riemann 可 积 的 关系 


定理 5 f(x) 在 [a,b) 上 (RRR) 可 积 ， 当 且 仅 当 
Сх) Ж Са, bJ ECD) 可 积 。 

证 明 

必要 性 。 EECa, b) E C R) АЯ. &#|fl<M, 于 
是 对 任 给 的 e > 0 ， 存 在 0 > 0 ， 只 要 分 法 书 的 模 小 于 o, 
ЖІ Б.Є Сх, х2 < 1<i<n) R R, ， 恒 有 不 
等 式 

1-/4<2 fet Да, е/а 


成 立 。 但 我 们 总 可 以 选取 EE LXi xi]， 使 
f (Ei)>M;-e/4(b-a) 


从 而 有 
DCf P)=TM;:Axi<Tf (Ei)Ax: 
+ gE/4(b-a) +(Ь-а)<1+/9 
[ЖЖП € Cxio х; 7 (C 1<i<n), {E 
f (Ni) <mi+ e /4(6 а) 


得 
L(f, P) = Хт Лх >С) Дх, 


= £ /4>1- е /2 
所 以 有 ` 
О (у, P) -L(f, P)<e (IPI<8) 


MAH D) 可 积 。 
充分 性 。 若 f 在 [a，b】 上 Darboux 可 积 ， 此 时 
lim(U(f, PY-L(f, P))=0 


由 于 对 任意 的 分 划 P， 恒 有 
Lep Py<|' /<|'#<u cr, P> 

所 以 有 
L py< D KUG, Ру) Ci) 


另 一 方面 ,又 有 
L(f, P<S(f, P, & )<SU(f, P) (2) 
故 由 (1 )，(2 )， 得 


ISH, P, в-ф 0С, P-L, P= 0 


Bp 


с r= limsf,P,E)=(D)】 e ama, 
а 1Р0 . 


根据 这 个 定理 ， 我 们 就 用 不 着 区 分 这 是 黎 曼 积分 还 是 达 
布 积分 了 ， 因 为 这 两 种 积分 的 存在 性 是 彼此 等 价 的 ， 并 且 两 
者 具有 同一 的 积分 值 。 今 后 我 们 把 它们 统一 成 一 个 记号 ， 即 
ju ‹ x) dx 或 | у. 

由 本 定理 及 定理 1 ， 可 以 得 到 Riemann 可 积分 的 充 要 
ЖШШЕ: 

定理 4 ”f 在 有 界 闭 区 间 (4c，b】 上 黎 曼 可 积 的 充 要 
条 件 是 ,对 事先 任意 给 定 的 正 数 e ,存在 (a，6b ] 的 一 个 分 划 
P= (xo ж) "5 x.) 使 


È onns e 


Jeriho Ef (x) ЖГ, = ( xt-1，xt 上 的 振幅 。 
推论 1 车 f EC (а,Ь) , 则 f 在 (Co,b) 上 黎 曼 可 积 。 
推论 2 车 /在 (a,b] 上 单调 , 则 f 在 (a,b) 上 黎 曼 可 
积 。 
例 在 [0，1 7] 上 定义 的 Dirichlet 函 数 为 黎 曼 不 可 
积 。 事实 上 ， 不论 P 是 ( 0 ，1 ) 的 怎样 的 一 个 分 划 ， 便 有 
Axis 1+0 


1.6 积分 的 基本 性 质 


下 面 出 现 的 函数 ， 都 被 约定 为 定义 在 (a,，6b ) 上 的 有 办 
函数 。 


性 质 1” 若 # 守 0 为 常数 ， 则 有 
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[асах в fx) ads (C1) 


сках вусах. са). 
Ж R< 0 为 常数 ， 则 有 

Г b 

|'&/схэйх=в| fx) dx (8) 

b b 

fi kf cad dn] fx) dx са) 


由 此 推出 ， 车 可 积 ， 则 对 任意 的 常数 &， 有 
fief x) drs] f x) dx (5) 
证 明 我 们 只 证 (1 ) ，( 3 ) ，( 5 ) 三 式 ， 其 余 两 
式 ， 留 给 读者 去 证 。 
公式 ( 1 ) 的 证 明 。 设 已 是 Cc， b) 的 任意 一 个 分 划 ， 
Ukf, Р» = È AM Ax, =hE М.да 
=h+-U(f, P) 
两 边 取 下 确 界 ， 得 
b b 
[асаах вусах 
公式 (3 ) 的 证 明 。 设 &= – 5, Ш5;>0 
sup {kf(x)}= | sup | { —sf(x)) 
xz€elxz;i-1 


жєртү-ү х х 
тз, ‚ч 


= ~inf (sf(x) ) = —seinf {f(x)} 
х.) 26151-15] 


*elzi-1, "i 
i 


= Reinf- {А (x) ) = kmi 
1 


*erzi-1,* 
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故 . 
U (kf, Р) = Ë km Ax, =kL(f,P)= -SL(f,P) 


两 边 取 下 确 界 ， 得 
Pf Cadreint { -sL(f, P)} 


=-s+-sup(L(/, Foy Y 


KELE 
公式 ( 5 ) 的 证 明 。 若 /在 Ca, 5 ] 上 可 积 ， 则 


rer) ах hes) ае fx) dx 


20, WHC), C2); 车 k0， 则 由 ( 3)、 
( 4 )， 均 可 推 得 (5 ) 之 成 立 。 
性 质 2” 有 不 等 式 


Гелла! 


ролл ar pas |, 


T 
. 


Jida + [as (6) 


BETA, WRF ,可 积 ， 则 f ,+f 可 积 ， 并 且 
f Cit fad ах= | пах | fada (8) 


证 明 由 达 布 上 积分 与 达 布 下 积分 定义 ， 并 考虑 到 不 等 


式 
sup { fix) + falx) }<вир{/,(х)} 
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+вир{ бю}, 
inf { fi(x) + fala) } Sint {ЛОО} 
+inf {f(x)}, 


ВШ СӨ), (т). 
因此 ， 如 果 f 1，f: 可 积 ， 则 由 C6)，(C7), 有 


f Cfi +fodx<[ "í, (х) dx+ садах 


«Га (х)ӣх AE 


< +f. ах Ce) 
而 与 此 相反 的 不 等 式 总 是 成 立 的 ， 所 以 有 


b b Di 
сл лоас 


Вул, + fÆ Са, bJ 上 可 积 ,并 且 《* ) 中 出 现 的 不 等 号 均 
应 是 等 号 ， 所 以 有 等 式 ( 8 ) 成 立 。 
性 质 3° ЖЕ Са, bJ E, /,</:, MJ 


лала сө) 

лаа taaz (10) 
特别 ， 当 f,，f: 可 积 时 ， 有 

ИЕ a) 


这 个 性 质 是 不 证 自明 的 。 
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性 质 4° Жа<с<%, W 
[ax - f fdx+ | fax (12) 
Pra |а зах (13) 
因此 ， 若 /在 [ac，D ] 可 积 , 则 f 在 Cao，c2 与 C[c，b] 也 可 
积 。 反 之 亦 然 。 并 且 有 
[сах ff Cx) drt ff Ceda (14) 
ШЕЕ 52220, WEE Са, ] 的 一 个 分 划 P., 
Сс, 64] 的 一 个 分 划 P,， 使 
Uc, Р,у<|`/4х+ e/2, UP YS fdx+ e /2 


将 Pi 的 分 点 与 P, 的 分 点 合并 ， 便 是 Ca，b ] 的 一 个 分 
划 已 "， 并 且 
U (f, Р*%) =U (f, P,) +U (f, P,) 


«лаах + e 
从 而 有 
fi fdz=intU cf, PD SU cf, 已) 
< yar+ лак е 
由 的 任意 性 ， 得 
另 一 方面 ， 存 在 Ca，b ] 的 一 个 分 划 了 **= (x, х, 
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Клоо асо арса сеэ 


ху, ,Xa}， 使 


осу, Р" |у Cedere 
如 果 c 是 P"* 的 分 点 ， 设 c =xi-1， 则 P= {wos ху, се, 
хаз» C) 5 P,= (c, ха, s х.) Е Са, cj 与 
[c，b] 的 分 划 ， 如 果 c 不 是 已 “的 分 点 ， 设 ха  <c<x,, 
将 点 ce 加 到 P** 的 分 点 中 去 ， 仍 得 [ a,c) 的 分 划 P = { хь, 
X10} 与 Cc,b] 的 分 划 Ps= (c, xis",Xn}。 
故 不 论 上 述 情况 之 哪 一 种 ， 均 有 


fi fax» ffdx<v су, P.) +U cf, Pi) 
<U cf, P< fis drte 
由 & 任意 性 ， 又 得 š : 


[лах + ахах е? 
联 立 (，) 与 (，，)，, 得 
prea] ef 
公式 (13 ) 也 同样 可 证 ， 于 此 不 再 袭 述 。 下 面 证 明定 理 
的 后 半 部 分 。 


ЖЕ Са, ] 可 积 ， 则 对 于 事先 给 定 的 8 之 0 ， 存 在 
Ж Са, 6b] 的 分 划 P， 使 
U(f, P)-L(f, P)<e 
不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 c 是 P 的 一 个 分 点 。 令 P= {а=хь, 
Xis Xk Cs Жаз, бө Xa=b}, 则 P= {xos 


Xis бө хало с} ЕР = {Cs хуу, … Xa=b ) EE 
263 


La, с) У Сс, 8] 的 分 划 ， 于 是 有 
CU(Cf,PD)-LCfP)]I+CUC,P)-ZCfP:) 2 
=U(f,P)-L(f,P)<e 

从 而 说 明 存在 着 [a,c 了] 的 一 个 分 划 Pi, 使 U Cf,P,) – 

L(f, Р,)<®; 存在 着 Cc，b 1 的 一 个 分 划 P,， EU Cf, 

Р.) -ZL(Cf P)<s。 由 定理 1， 知 /在 Cacc] 与 [c， 

5] 上 可 积 。 相 反 的 情况 ， 也 是 容易 证 明 的 。 证 明 也 贸 给 读 

者 去 完成 。 

公式 (14) ， 可 由 〈12 ) 和 (13 ) 直接 推 得 。 


如 果 我 们 规定 | /4х = 0 与 | fax = -| fax, 那么 定 


理 中 之 c 就 不 必 受 gc<c<8 的 限制 。 只 要 出 现在 等 式 中 的 三 个 
积分 有 两 个 存在 ， 不 论 c 志 a，a<c<b 或 者 bc， 公 式 (12)、 
(13)、(14 ) 仍然 是 正确 的 。 
性 质 5° 车 [c，d] 是 Ca，5] 的 一 个 子 区 间 , 而 f 在 
Ca，b] 上 可 积 ， 则 f 在 Cc，d ] 上 也 可 积 。 
证 明 车 f 在 Ca,，b2 上 可 积 , 则 对 任意 给 定 的 之 0 ， 
存在 着 [a，b J 的 一 个 分 划 P， 使 
EC 
我 们 不 妨 假 定 c 和 d 都 是 分 划 了 = {Xos +з, с=хк, хн 
drs ха У, АР, = { с, ху, 
etio d) Со, ad] 的 一 个 分 划 ， 则 
ШС}, Р,у-10}, PD)<UCf P) 
-L(f, P)<e 
此 即 说 ，f 在 Cc，d ] 上 可 积 。 
性 质 6” ШУ Са, БЈБ, ЛЕ Ca, b) 
上 也 可 积 ， 并且 
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лах |<f лах (15) 
证 明 设 / 在 [ab] 上 可 积 。 换 言 之 , 任 给 e > 0 , 存 
# (Ca, b ] 的 分 划 已 = (хо, х, 1, х}, 39 
E e Az. <e 


Hpo: 是 7 在 [xi-:，xi] 上 的 振幅 ， 因 为 对 于 这 区 间 上 
的 任何 两 点 x 人 与 x*"， 恒 有 
ПАС 1С") РС) Си) 


故 |f (x ) ÆC xio’ xi ] EHRE 不 超过 oji， 因 此 
对 应 于 分 划 已 ， 亦 有 
Е огДа;<е 
根据 定理 4 ，|f 1 可 积 。 
既然 |f| 可 积 ， 折 以 -1f TE, 并且 
= АУТА 
故 由 性 质 3 "之 (11 ) ， 推 得 不 等 式 (15 ) 。 

但 由 |fi 可 积 ,是 推 不 出 f 可 积 的 结论 的 。 这 方面 的 反例 
不 难 找到 。 

性 质 7” 车 /和 g 均 为 Ca,， 48] 上 的 可 积 函 数 ， 则 它 们 
的 乘积 1，g 在 Ca，6] 上 也 可 积 。 

证 明 因为 1/、g 可 积 ， 故 它们 在 Са, 5] 上 有 界 。 设 
jf (x) 1K，lg (x)|<<L, 并 且 对 于 任意 给 定 的 2 ро, 
存在 Ca,b] 的 分 划 P= Vx =ma,xi "Xarxa =b) , 
使 
£ o Ax <T> 5 оола Сук 


ja 
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其 中 @59 与 a) 分 别 表示 fCx) 与 g DEL ха». 
xi ] 上 的 振幅 。 设 1，g 在 Cxi-1!:，xi; ] 上 的 振幅 为 Qi;、 
由 于 对 [5x,-:，xi ] 上 的 任意 两 点 x x", 9 
FC” Jg (x) -f(x g(x у 
=(f(x”)—-f (x ) Jg(x”) + 


Cgc”) -g(x Jf <x' ) 
故 


Q [ILon + Ko 
ШР, Ж 


È QALE ода, 


+KE од, 2 
由 积分 存在 的 充 要 条 件 ， 推 知 f。g 在 Co，6b ] 上 可 积 。 


$2 R" 内 的 容积 
2л n 维 区 间 的 容积 


为 了 建立 R* 内 的 Riemann 积 分 理论 ， 我 们 需要 引入 R* 

内 集合 容积 的 概念 。 它 们 是 面积 《n= 2 ) ,体积 (n=3) 
等 概念 的 推广 。 

我 们 首先 对 最 简单 的 集 一 一 " 维 区 间 定 义 容积 。+ 维 闭 

区 问 的 概念 ， 已 在 第 四 章 1.1 中 介绍 过 ， 它 是 R* 的 一 个 子 集 

Са, в) = {Xi axb: Хе Cxi, хо» 

х.) 是 "的 点 ,， а= Са, аз» се, 4a) 和 b= Cbs б„, 


eo ba) 是 %" 的 两 个 定点 ， 并 且 对 1 <i<n, Ж E a <bi, 
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ө, 


我 们 还 定义 R" 内 的 开 区 间 ， 以 及 半 开 、 半 闭 区 间 如 下 : 
Cas b) = (X: а, <x i <bi } 


1<i<n 
Са, b) = (X; oi<xi<b;} 
1<i<n 
Ca, Ь) = (X; a;<x;<b;} 
1<i<n 


REAREA, ЕНБ, пБ 8. n Ж 
区 间 7 的 容积 都 定义 为 


VCD = Й (б-а) ‹1› 
L 


于 是 ， 当 n= 1, CI) 即 为 一 维 区 间 7 的 长 BE, “n= 2 
BF, V CI) 即 为 平面 矩形 面积 ， 当 n= з, V CI ) 即 为 
空间 长 方 体 的 体积 。 
因为 R: 内 的 积分 我 们 已 于 前 节 研 究 过 ， 所 以 下 面 我 们 
讲 的 R*"， 一 般 都 假定 n 之 2 。 
如 果 R" 内 的 点 集 S 可 以 表 为 有 限 个 无 公共 内 点 的 " 维 区 
间 1; 之 并 ， 即 车 
S=1, UL, U= UT 
我 们 便 定义 S 的 容积 为 
PCS) = EV) Ca) 


今后 我 们 约定 由 有 限 个 无 公共 内 点 的 n 维 区 间 所 成 之 并 集 ， 
简单 地 说 成 是 x- 区 间 有 限 并 集 。 

性 质 1” 车 S 是 R" 的 一 个 n~ 区 间 有 限 并 集 ， 则 S 的 
容积 与 组 成 S 的 这 些 区 间 的 表示 方法 无 关 ( 图 37)。 

WA 设 S= UT= ОЈ, 其 中 I 是 有 限 个 彼此 无 公共 内 
点 的 闭 区 间 ，J 也 是 有 限 个 彼此 无 公共 内 点 的 闲 区 间 。 利 用 


267 


所 有 了 与/ 的 界面 , 将 S 分 割 为 . 
一 系列 彼此 无 公共 内 点 的 闭 区 间 
了 与 一 系列 彼此 无 公共 内 点 的 闭 
KHS 。 每 个 也 的 成 员 与 /的 
每 一 个 成 员 ， 或 者 无 公共 内 点 ， 
或 者 内 部 完全 重合， 而 所 有 了” 
的 并 集 即 为 所 有 7 的 并 集 。 
故 有 图 (38) 
EVCI у= БУС”) 
另 一 方面 ， 每 个 1; LEARRA I 之 
Жз 每 个 1 又 是 有 限 个 /'; 之 并 。 B 
FPVCT =< IV EI 
EVCJIJ=EV (T у 
ЯДУУ (ә) = ХИ CT 5 
性 质 2° 如 果 S 与 都 是 ” 维 区 
间 的 有 限 并 集 ， 且 7CS， 则 
С($\Т)=Ё (S) -V (T) 
(3) 


证 明 因为 (S\T) UT 
=S, 而 S\T 与 7 均 为 无 公共 
内 点 的 sn 维 区 间 之 并 集 。 故 由 
EX, 有 
VS\T)+V(T)=V(S)， 此 即 (3) 图 (39)。 
ERS ES, TEn- 区 间 的 有 限 并 集 ， 则 有 
VCSUT)+V(SNT)=V(S) +V(T) (4) 
证 明 因为 
SUT=[CS\(SNT)JIU CTNSNT)IUCSNTI 
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而 SN(SNT), TN(SNT) 和 (SN 
Thn- 区 间 的 有 限 并 集 ， 它 们 E 
此 无 公共 内 点 ， 所 以 按 定 义 ， 有 7 
VeSUT)=V(SVNSDT)) + 
ИСТУ П7)2 +V(SNT) i 
=V(S)-V( SDT )+V(T)- Соз s= 
~ V(SnT)+V(SnT) 图 40 
= ИС) + ИТ) -V (SNT) 
移 项 后 ， 即 为 (4 )〈 图 40) 。 


22 ”有 界 点 集 的 容积 
定义 在 Ca，b БНР Сх ) > 0 WR E яя 
[EA Ce) dx， 表示 了 以 Ca， DIAR, ШН R ye f(x) 


为 顶 的 曲 边 梯形 的 面积 。 这 个 面积 可 以 用 包围 此 曲 边 梯形 
的 、 彼 此 无 公共 内 点 的 有 限 个 矩形 〈 二 维 区 间 ) 的 面积 之 和 
以 及 包含 在 其 内 部 的 、 彼 此 无 公共 内 点 的 有 限 个 矩形 的 面积 
之 和 来 逼近 。 第 一 种 面积 和 的 下 确 界 与 第 二 种 面积 和 的 上 确 
界 即 为 达 布 上 积分 与 达 布下 积分 。 故 当 f (x ) 在 5a, pb] 
上 黎 曼 可 积 时 ， 这 些 矩 形 面积 之 和 的 上 确 界 与 下 确 界 便 禄 
等 。 此 时 即 谓 以 7 为 顶 的 曲 边 梯形 有 面积 (图 41)。 
我 们 将 按照 这 样 的 想法 ， 来 建立 R" 内 有 界 点 集 S 的 容 
积 的 概念 。 
我 们 任意 选取 两 A n- 区 间 之 有 限 并 集 [ 与 了 ,使 
125, 
ЈЕ, 
并 分 别 定义 
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V*(S)=inf#V(ID 2 
126 


5 
V (S)=supV (J) 
J<S 


为 5 的 外 容积 与 内 容积 ， 

显然 7(S)<V+(S)。 
щу» (S)=V-(S) 

BJ, 便 称 S 是 有 容积 的 

Сп) 。 否 则 称 为 是 没有 图 41 

容积 的 。 

如 果 S 有 容积 ， 我 们 就 定义 5 的 内 、 外 容积 之 公共 值 为 
SHAR, PWAV), ieit 

VeS)=V*(S)=V-(S) (5) 

R" 内 的 一 个 有 界 点 集 S， 可 以 没有 容积 ， 但 它 的 外 容积 
与 内 容积 总 是 存在 的 。 

例 1 设 S 为 C0，1 ] 内 一 切 真 分 数 所 成 之 集 。 此 集 
无 容积 。 因 为 

И+ (5) =1, VC(S)=0 

我 们 约定 ， 空 集 @ 是 有 容积 的 ， 其 容积 为 零 。 

关于 容积 有 如 下 明显 的 性 质 ， 

性 质 1” п В п 区 间 的 有 限 并 集 都 是 有 容积 
的 ， 而 且 按 (1 ) 、( 2 ) 所 定义 的 容积 与 按 ( 5 ) 所 定义 
的 容积 是 一 致 的 。 

性 质 2” 车 SE7T, ШИ (5) ИСТ), V* (S) 
ФУТ), 

这 是 因为 ， 若 7 是 含 在 5 内 的 ”~ БНР, CV 
也 含 在 7 内 ， 车 J 是 包含 7 的- 区 间 的 有 限 并 集 ， 它 必 也 包 . 
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含 S。 故 由 内 、 外 容积 的 定义 ， 立 即 可 推出 结论 之 真 。 

性 质 3” 由 有 限 个 点 组 成 的 集 ， 以 及 R" 内 完全 落 在 一 
个 坐标 平面 xx =c 上 的 有 界 点 集 ， 其 n 维 容积 恒 为 鹤 。 

这 是 因为 对 于 上 述 两 种 
集合 ， 我 们 总 可 以 用 容积 为 
任意 小 的 -区 间 有 限 并 Ж 
把 它们 包 起 来 (图 42)。 

定理 5 M, NHA 
界 集 ， 则 有 
V'O(MUN)+V*(M DN) 
<V*(M)+V*(N) (6) 
V (MUN)+V (M DON) 
>ҮЗ(М)+ (N) (6) 
因而 ， 当 M、N 有 容积 时 ， 图 42 
M UN 与 MIN 亦 有 容积 ， 并 且 有 

VIMUN)+V(MAN)=V(M)+V(N) (7) 
特别 ， 当 MNN = С, WA 
VIMUN)=V(M)+V(N) (8) 

ШЕЯ 设 * 为 任意 的 正 数 。 由 外 容积 的 定义 ， 存在 1 一 

区 间 之 有 限 并 集 1 与 1, МСГ, NGI, 而 有 
VO(D<V*(M)+ e /2, V(J)<V*(N)+ е /2 

由 2.1 之 性 质 3"， 成 立 
VÇ(IUJ)+V(IQJ)=V(I)+V (J) 

<V*(M)+V*(N)+eëe 

9—1, ТОЈУ I MAn- КЕЖЕ Ж, HEBRE 
IUJƏMUN, INJƏMAN 

化 按 外 容积 的 定义 ， 有 
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УМОМ + МПМ)<И+ М) ++ (М) + e 
Hi 的 任意 性 ， 便 得 ( 6 ) 的 第 一 式 。( 6 ) 的 第 二 式 同 理 
可 证 。 
ММ, NARB, ЖЕЙУ" CM) =V CM), 
V+《N)=V-(N)。 所 以 由 C( 6), 得 
V*(MUN)+V'(MDN5<SV (MUN) +V (М (М) 
XHV*(MUN)2V (MUN ) UR 及 V* (MNN > 
VOCMAN), 推出 
ИМОМ) =V (MUN) 
V+(MNN) =V- (MNN) 
此 即 说 ,MUN 与 MNN 有 容积 ， 从 而 有 (7 ) 与 (8 )。 
жеб 设 M 是 有 界 集 ， 并 且 YEM， 则 有 
VOCM) -VCN SV CMNN) 
<V'(MNN)<V*t(M)-V (N) (9) 
因 之 ， 若 M、N 有 容积 ， 则 MANV 也 有 容积 ， 并 且 
V(MNN)> =V (M )-V N) (10) 
EN ReDo, frfEn- 区 间 之 有 限 并 集 7 与 /， 使 
JENEME7T， 并 且 满 足 
VDV +M) + е /2, У7ОМ)<У(Гу+ e /2 
MMNNGIV, WHR 2 "及 2.1 之 性 质 2"， 有 
V*'CMNAN)D<V (IN )=V(I)-V (75 
<V*(M)-V (N) +e 
H ° 的 任意 性 ， 可 得 〈 9 ) 之 右 半 部 分 。 同 理 可 证 ( 9 ) 的 
左边 部 分 。 
Жет 设 K 为 + 维 区 域 G 的 边界 ， 则 G 有 容积 的 充分 
而 必要 条 件 是 KK 的 n 维 容积 为 零 。 
证 明 必要 性 。 
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设 G 有 容积 ， 故 对 任 给 的 8 之 0，, 存 在 2- 区 闻 之 有 限 
并 集 [与 1 g8ICGCI,BV CJN I< ,显然 KCINIT， 
#V* (К ) < 之 2 ,由 e 的 任意 性 ， A (K = 0 。 从 而 

V(K)=0。 

充分 性 。 

ФУ СК) = 0 ， 则 对 任意 给 定 
еро, ff ЛЕП- KB] 2 ЖЕ 
S, &K<—S, BV (S)<e, FE 
T, = GNS 是 含 在 G 内 的 n- 区 间 之 有 
限 并 集 ，T:=GUS=SUCGNS) 
=SUT, 是 包含 G 的 n- 区间 之 有 限 
FE, 而 图 43 

V<4T,)-V(T)=V(S)<e ` 
故 由 e 的 任意 性 ， 知 G 有 容积 (图 43)。 


5з R" 内 的 积分 


这 一 节 讲述 Rae C n> 2 ) 内 某 个 有 容积 区 域 上 的 积分 
( 或 称 重 积分 ) ， 它 是 一 元 函数 积分 的 推广 ， 并 且 很 多 结果 
都 是 平行 的 。 但 高 维 的 情况 毕竟 比 一 维 的 情况 复杂 ， 所 以 有 
时 在 叙述 上 或 证 明 方法 上 都 将 作 适当 的 改变 。 


зл 分 划 


设 太 是 ~* 内 的 一 个 有 容积 区 域 。 我 们 用 有 限 多 张 连续 而 
容积 为 零 的 超 曲面 将 分割 成 有 限 个 子 区 域 ， Fis es 


Fa ШЕ = UF;， 并 且 约 定 每 两 个 子 区 域 的 公共 边界 如 
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果 非 空 的 话 ) 要 全 部 属于 一 个 子 区 域 ( 允许 同时 属于 两 个 区 
域 ， 但 必须 全 部 地 属于 ) 。 按 定理 7 ， 这 些 子 区 域 都 是 有 容 
积 的 。 此 时 ， 称 已 = (F,, Fas =, Е.Р МАҸ, 
下 ;(1<i<m) 是 P 的 成 员 。 显 然 这 些 成 员 之 间 彼 此 无 公共 内 
点 ,并 8V (F) = EVF). 


定义 1 若 P、P, 是 下 的 两 个 分 划 ， WRP, 的 每 一 个 
成 员 完全 包含 在 P 的 某 个 成 员 内 ， 便 称 分 划 卫 ,是 分 划 P 的 加 
密 。 

定义 2 设 P, = {F,， F., . Fa} 5 P, = (G., 
Gas =, G, ) 是 下 的 两 个 分 划 ， 如 果 第 三 个 分 划 P* 的 成 员 
是 由 一 切 形 如 下 ; Gdi<i<s，i<i<s) 的 成 员 组 成 ， 则 称 分 
划 已 "是 分 划 己 与 已 :的 公共 加 密 。 

定义 3 ШР= (Е,,Е,, +=, F, РАР WJ, 
WDF: ) =зир{@(х, y): xEFi, y€F;) 为 Fi; 的 
直径 ， 其 中 d 是 R* 的 距离 ， 则 称 

IPl=max {DCF,), ВСЕ, >, --, D(F.) } 

为 分 划 P 的 模 。 | | 


3.2 R" 内 的 Riemann 积 分 


设 民 是 KK 内 的 一 个 有 容积 区 域 ，7 是 达到 R 由 的 函数 。 
谓 / 在 上 上 是 黎 曼 可 积 的 , 当 且 仅 当 ， 存 在 实数 过， 对 不 论 怎 
样 的 8 > 0 ， 恒 存在 正 数 9 ， 使 对 一 切 满足 | 书 < ”的 分 划 
Р, ДЖЕ ;内 任意 一 点 x (1<i<a)， 有 不 等 式 


[ÉS IV Fi) -L| <e 
成 立 。 | 


#kL 称 为 在 F 上 的 Riemann 积 分 值 。 记 为 
1={ лар 或 L=f,f ма 
为 了 强调 积分 是 在 R" 内 施行 的 。 有 时 往往 把 dV 写成 
qd。。 与 Ri 的 情况 一 样 ， 在 没有 弄 清 R* 内 的 Riemann 积 分 
与 Darboux 积 分 关系 之 前 ， 我 们 暂 在 黎 曼 积 分 号 前 标 上 ( 尺 ) 
这 一 记号 ， 以 示 区 别 。 
有 时 也 把 ( 1 ) 写成 如 下 形式 
L= ffs Xis X2 +", Xa ) dx dx, dx, 


F 


а 
例如 ， 当 n= 2 时 ， 写 成 ||/ Cx，y ) ахау, 3P E M F 


Р 


之 为 FP 上 的 二 重 积分 ， 当 n= зм, алс, у, z) 


F 


dxdydz， 并 祖 应 地 称 之 为 上 上 的 三 重 积分 ， 等 等 。 

与 R! 的 情况 一 样 ， 我 们 有 

定理 8 ” 设 F 是 R* 内 的 一 个 有 容积 区 域 ，f，F 一 R! 为 
黎 曼 可 积 ， 则 7 在 上 有 界 。 


证 明 СР) лау = 上 帮 存 在 8>0， 使 对 任何 


一 个 模 小 于 0 的 分 划 P= {Fi, Fos +, F.) ， 以 及 任意 
选取 的 x! € F Geica 有 


РЕ 
ШТЕТЕ ЕКВ, ЖУ СЕ.) > 0 ， 于 是 有 
1/Сх)| V (F ,)<S1+]L|] + 
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Ж [САГУ CF 5: б Ф: 
固定 zx*，xs，…，x”， 而 令 x! 在 已 内 任意 变动 , 不 等 式 
(，) 意 味 着 f 在 FF 上 有 界 。 同 理 可 证 在 Fy Ра, Fak 
тж. МЕРЕТ. 


3.3 Rs 内 的 Darboux 积 分 


设 F 是 R* 内 的 一 个 有 容积 区域, P= { Fi, Frs =" 
F.) 是 下 的 一 个 分 划 ，f: >R' 是 F 上 的 一 个 有 界 函数 。 
XF1<i<m, Ж 

Mi=supf (x), mi =inff (x) 


并 分 别 定义 ， 
с}. P =Ë M.V CF.) 


LCH, Py = тї CF.) 


为 1 在 F 上 的 关于 分 划 P 的 达 布 上 和 与 达 布下 和 。. 
达 布 和 的 儿 何 意义 也 是 非常 明显 的 。 达 布 上 和 便 是 以 M， 
为 高 ,三 ;为 廉 的 那 种 超 柱 体 体积 之 和 ， 达 布下 和 是 议 mi 为 
高 、 下 ;为 底 的 那 种 超 柱 体 体积 之 和 。 达 布 和 具有 如 下 简单 
的 性 质 ; 
性 质 1” 设 P 是 F 的 任意 一 个 分 划 ， 则 有 
L (f, P><U cf, P3 

性 质 2。 车 分 划 P, 是 分 划 P 的 一 个 加 密 ， 则 有 
Utje PPU Р,) 
Lif, P)<L¿f, Р,) 
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证 明 BP, = {Fi Fir, es Е. } 是 P= (F, 
Fay eo Fab 的 加 密 。 为 简单 计 , 不 妨 假设 矿 :是 已 ,的 某 些 
RAF, Fy, es Еа 238, HS 
| Missup{ f}, Му =ѕцр{/Сх) } 


C 1<i<k) 
显然 ， 对 i= 1, 2, k, ВНМІ<М,, FH- 


EV OF) =V CF, 
所 以 有 
EMIV CF ) MV CF) C) 
ХР,, Ез, ++, 下 ,也 有 类 似 于 ( + ) 的 不 等 式 。 把 这 些 不 
等 式 和 起 来 ， 便 有 
U(f, P) <U (f, P) 
同 理 可 证 
LCF, POSLE, Р) 
EEI? 设 Pl，P 了 ,是 的 两 个 分 划 ， 则 有 ` 
my (CF) <L(f, POSU, Р,)<МУ( F) 
其 中 M=sup{f (27), m=inf(f(x))., 


Ш 令 P 是 ,与 P, 的 公共 加 密 ， 由 性 质 1* 与 2", 有 
mV(F)=L(m, P,)<L(f, Pi )<L(f, P) 
<U(f, P)<U¿(f, P SU(M, P,) 
=МҮСЕ) 
定义 4 设 F 是 R" 内 的 一 个 有 容积 区 域 ,而 f; 到 ->S: 是 
下 上 的 有 界 函数 。 记 24 
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È fa sint AUCH PD: PEEWAN Y 


[/4У =sup{ 工 Cf，P):，P 是 F 的 分 划 }。 
并 分 别称 它们 为 西数 /在 上 的 达 布 上 积分 与 达 布下 积 分 。 


当 3 

[чу = {лау 

成 立时 ， 则 谓 /在 F 上 达 布 可 积 ， 并 把 上 述 上 、 下 积分 的 公 
共 值 定义 为 1 的 达 布 积分 值 ， 并 记 为 


[М 或 p f fav 


3.4 Darboux 可 积 的 充 要 条 件 
设 忆 为 R* 内 的 一 个 有 容积 区 域 。 
”定理 9 f 在 F 上 达 布 可 积 , 当 且 仅 当 对 每 一 个 e > 0 , 存 
在 下 的 一 个 分 划 P， 使 
ИС}, P)-L(f, P)<e 
或 与 之 等 价 的 是 使 
oFV CF <е 
其 中 oa СЕ: ) 是 f 在 F; 上 的 振幅 。 
推论 车 f 在 F 上 一 致 连 续 ， 则 f 在 FF 上 达 布 可 积 。 
定理 及 其 推论 的 证 明 与 = 1 时 没有 什么 两 样 ， 于 此 从 
略 。 
3.5 D- 可 积 与 R- 可 积 的 关系 
5195 ” 设 F 是 R" 内 有 容积 的 区 域 , P'={F1, Fi; …， 
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F, Y 是 下 的 一 个 分 划 。 则 对 任意 的 >>0 ， 重 存在 8 之 0 ， 
使 对 FF 的 任何 一 个 模 小 于 6 的 分 划 P,: 其 不 完全 含 在 РЕ 
个 成 员 内 部 ( 即 与 下 ; 的 边界 有 公共 点 ) 的 那些 成 员 的 容积 
之 和 人 恒 小 于 。 ` 

| 证 明 $ FAF: 的 内 点 的 
Ж. ЕКГ, ЖЕЙ п 
维 区 间 的 有 限 并 集 G,, 使 它 的 
闭 包 也 完全 含 在 下? 内， 并且 满 
E 4 


V (CF NG; ) <е/т 

对 每 个 i ( 1 i<m ) ， 因 为 G ;是 闭 域 , 而 且 完 全 含 在 

F ;内 ， 故 由 Bore1 有 限 覆盖 定理 ， 存 在 正 数 8 ;， 使 每 一 个 

以 G ;的 点 为 中 心 ，8 ;为 半径 的 球 9(G ;; ог) 仍 包含 在 

Fie 45 =шїп{ di, ӧз, е, д„}, ШОШО 
所 求 正 数 。 

事实 上 ， 设 P, 是 满足 }P, | 之 3 的 F 的 另 一 个 分 划 ， 则 

它 的 与 下 ,的 边界 有 公共 点 的 那些 成 员 ， 必 完全 包含 在 UF 


G1) 内 ,而 后 者 的 容积 不 超过 m* = e 。 


IEA БГК 的 一 个 有 容积 区 域 ，f: F>R 为 有 
界 。 则 对 每 一 个 e 0 ， 存 在 0 > 0 ， 使 对 每 一 个 模 小 于 6 
的 分 划 P， 有 . 


U, Ру<|уау+ e, L(f, P>f ra - є 


: (2) 
证 明 我 们 只 证 明 ( 2 ) 的 第 一 个 不 等 式 。 - 
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®1/|<М, IER e 之 0 ， 按 达 布 上 积分 的 定义 , 
存在 分 划 Po= {Е,, Fis сз, Е. }, {й 
UJ, P.) <| лау + e/2 


е /4M 为 引 理 3 中 的 ，6 为 对 应 于 e /4 M Ж 4 E 
Ж. WP b F 的 一 个 模 小 于 6 的 任意 分 划 。P 的 成 员 可 以 分 
成 两 类 ， 一 类 是 由 完全 含 在 已 。 的 某 个 成 员 内 的 那些 成 员 构 
成 ,并 记 为 1 o To . 另 一 类 是 其 余 的 成 员 ， 它 们 的 容积 
之 和 小 于 е /4M 。 记 后 一 类 的 成 员 为 Ki，K,,，…，K,. 
令 P* 为 P 与 P。 的 公共 加 密 。 则 J ，…,J。 也 是 P* 的 成 


员 。 而 忆 " 的 其 它 成 员 则 由 形 如 Ki; Fi(13jS8) 的 区 ' 域 构 
R, H I 
EVCK: ) <e/M . 
记 | 
М, =ѕир/(х), М; =supf(x), Miy= sup f(x) 
167; zék; хЄ ОЕ 
于 是 
UP) = МУС, +E MVK) 


= ÈMVJ o+ EEMVEKNF;) 


UÍ, P= EM: VJ + 5 SMa V CKNF;) 
ы i= К FOL" = 
<Ucf, P.) 
ЮАШ, 48 
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UP -UY, P= Ë E (MIQ Mi) 
E, > 
(КҮП F<2MZ EV CK. F.) 
1 2 


ki e€ 
<2M EV (Ki y <2М:ту= e /2 
所 以 ， 
U(f, Py<U¿(f, Р%) + e/2<U(/f,P.)+ e /2 
<| a+ е 


推论 车/ 在 F 上 达 布 可 积 ， 则 对 任 给 的 正 数 6 ， 存 在 
3 0， 对 FF 的 一 切 模 小 于 8 的 分 划 P， 便 有 
Оу, P)-L(f, Р) <е | 
定理 10 设 F 是 R: 内 的 一 个 有 容积 区 域 ,了 是 定义 在 下 
НЛ, ЛЕР ЕЯ, 当 且 仅 当 f 在 上 达 布 可 
积 。 并 且 两 者 的 积分 值 相 同 。 即 有 


с {лам = Dy ftar 
证 明 必要 性 。 ; 
车 /为 黎 曼 可 积 ， 并 记 4 = R) | /4/, TEMERG 


定 的 e > 0 ， 存 在 > 0 , 当 分 划 P= (F. Fas =s F.) 
的 模 小 于 8 时， 有 | 


ESOV CFD -A| <en 
其 中 的 x’ 可 以 在 Fi TERET: 另 一 方面 ， 


ОС, P) sŠ MV CFR) <Š [fz + pt] 
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VFD ус )УСЕ +e 
<4+е/ с.ә 
REMM EFWE >M: ~。 /4T(F)。 同 理 ， 
x 
10, P= ËmV (F. >Ë СУС) 
TD VE 
4V СЕ? ИЕ.) 
= усх ИСР) е/а>4- 6/8 (+) 


其 中 xiE 已 且 满足 f (xi ) <m + туб ру 联 立 (。) 
与 (。。)， 得 
О, P)-L(f, Ру<е 
从 而 /为 达 布 可 积 。 并 且 由 (。) 与 (。。)， 有 
(CD) 人 frar<4， CD) ffar>4 
故 有 
CD) [| zay= A= R> f ray 
充分 性 。 
车 /为 达 布 可 积 。, 令 =《 D ) 人 уду, тын Z 
推论 ， 对 任意 给 出 的 e > 0 ， 存 在 9 > 0 ， 对 一 切 模 小 于 
的 的 分 划 P= (Р, Fa с, F.), Ж 
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ОС, P-L(f, P)y<e /% 
我 们 还 可 以 要 求 о 取得 更 小 ， 合 ` 

U(f, P)<B+e H L(f, P>B- е 
因为 对 任何 x' € 下,， 总 成 立 不 等 式 


LE; P<E SV PI<UYS, P) 
从 而 有 
EFC IVF)-B|<e 


即 1im E fe: ЎСЕ, )=B。 所 以 f 在 F 上 为 黎 曼 可 积 。 


ШЕН 


与 R! 的 情况 一 样 ，R* 内 的 黎 曼 积分 ， 也 有 1.6 中 所 叙述 
的 七 条 基本 性 质 ， 我 们 不 一 一 列举 了 。 


84 重 积分 的 计算 


4.1 化 积分 为 累 次 积分 


我 们 早已 知道 ， 把 重 积分 化 为 累 次 积分 是 计算 重 积分 的 

一 个 重要 方法 。 这 里 我 们 研究 重 积分 可 以 表 为 累 次 积分 的 条 
件 。 

ЖЕП 设 FF 是 R* 内 的 一 个 有 容积 区 域 ，G 是 R* 内 的 另 

一 个 有 容积 区 域 ， 则 B= 下 x G 是 R*+* 内 的 有 容积 区域, 并 
且 有 

Vara (B) =V, (Е) «И, (G) C 1) 

ШЕ НЕ, САК" ЫК" ра Н, B =F x G 便 

是 Re** 内 的 区 间 。 反 之 亦 然 。 此 时 由 区 间 容 积 之 定义 ， 可 

知 公式 ( 1 ) 是 正确 的 。 公 式 ( 1 ) 显然 可 以 推广 到 F、G 
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都 是 区 间 的 有 限 并 集 的 情况 。 从 而 ЖУ... СА) VE). 
V 106) ВУ. CB) =Vš( ЁК): У; ‹б›. 所 以 了 有 


容积 ， BV... CB) =V, CF)°V. CG). 
定理 12 WFE)" НИВА, G 是 R* 内 的 有 容积 
PO. &B= Fx G, Ж]. B->R! 为 有 界 ， 则 有 


人 >| rar sr。 CA) 
f. av. >| [Ü rav] s) 
[елга] ||]. o 
Јер...) | ffar Jar, ` (фр) 


证 明 ”这 四 个 不 等 式 的 证 明 方法 和 证 明 过 程 相似 ， 所 以 
只 须 证 其 中 之 一 ， 辟 如 ( A ) ， 即 可 代替 全 部 的 证 明 。 

Redo, KIRA, FE оро, 使 对 的 任何 分 
划 ， 只 要 |P|1< 68, 便 有 


UPIS ЧУ. + e TE 
ФЕ = {Fis F3, МАГ Е,} ‚С = {Gi, G2, e G.) 分 
别 为 下 与 G 的 分 划 ， 它 们 的 模 小 于 5 / Z, WWF: xG, 
Ç 1<i<p, 1 <j<g ) 便 构成 B= 下 xG 的 模 小 于 5 的 一 个 
分 划 。 设 这 个 分 划 为 P， 并 令 


Mii = sup, f(x,y), mi;= inf f <x,y) 
(x ‚52% Pu 1 (x yep xG 


由 定理 11， Vs CF1 XG; =V. CF.) V (610, 故 
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UCH, Py = EEMiVe CF, xG; 
= E МИ. СЕИ, (GI) 
isije) | 
对 每 个 xEF;， 有 


Маи, уи. 
> 


故 若 置 
Mi= Мц. Сб) 

则 有 е 
па, P= ЕМУ. СРО Sf [| c=, ээ 
аи. Java 

m 


W; e>U Cf, P)> 


[Шы z PLAU 
由 ЕЖ, ВСА), 
нж, ЗАЕВ =F xGET#1L, 并 且 对 每 一 个 yE 

G, f C x, y) 在 F 上 可 积 ， 或 者 对 每 一 个 XEF，f(x,，y》 
在 G 上 可 积 ， 则 有 ге 

|. fan - [1 „Рз, y) dV, |. 
或 

СЕИ y)dV, | 
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成 立 
更 有 进 者 ,我 们 还 可 以 把 上 述 结果 推广 到 更 一 般 的 情况 。 
推论 设 F 是 NX" 的 一 个 有 容积 区 域 , 并且 假定 对 每 
个 xEF， 都 对 应 着 R* 内 的 一 个 有 容积 区 域 Gx, 令 B= ( (х, 
y): EF, УЄС,}, WRJ: B>R' 在 B 上 可 积 ， 并且 
对 每 一 个 xE 下，f 在 Gx 上 可 积 ， 则 


фо Í f yydV, 
在 F 上 可 积 ， 并 且 有 
ИЕЫ ze, par,]dr。 


证 明 令 4= 态 xG 是 R=+* 内 含有 B 的 区 间 , 于 是 FCH， 
并 且 对 每 一 个 xE 下 ， 有 GCG， 在 4 上 定义 函数 
f (x, у), (x, WEB 


P= Í 
0 , (x, y)€ АХВ 
f` (x，y) 在 4 上 可 积 ， 当 且 仅 当 ( x*，y ) 在 8 上 可 积 。 
故 由 定理 ， 有 


Л" Wass -fal farar] Wa 
而 
w Var = 人 ar 


J ra， =f ay, 


fatras = ar.Jav.=| [| r] 
"зе. ear er 
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Ж 


特别 ， але уен аук 
hC x) ) 为 Rz 内 的 区 域 时 ， 有 


人 їс, 04х45 = -f |a ‚7 ©% „y)dy Jax 


最 后 我 们 要 指出 ， 尽 管 有 定理 12 及 其 推论 ， 但 在 定理 条 
件 不 满足 的 情况 下 ， 是 不 能 化 重 积分 为 累 次 积分 的 。 因 为 时 
次 积分 存在 而 重 积分 不 存在 ， 抑 或 重 积分 存在 而 累 次 积分 不 
存在 的 情况 ， 是 不 时 会 发 生 的 。 

例 1 设 | 是 一 有 理 数 。 我 们 用 9, 表 示 1+= 名 之 分 母 ， 其 中 


也，9 是 两 互 素 整数 ， 且 4 之 1, ER? 的 单位 区 间 [ 0 1; 
0 ，1 ] 上 定义 函数 


яру ir, унон, 
Оа, уэ {е 其 它 情形 


A 1 18 ыу 1 E 
СРО 


而 对 于 [5 0 ，1 3] 中 的 有 理 数 ， 使 二 х ЕТ 


的 点 y 只 多 有 限 个 它们 分 别 是 Xis Xzs s Xk oi 
Уз» s Уру рн у) >е йм (х, ууй АЙЕ 
落 在 有 限 条 直线 x=xi，x=xi， е, хех. Щу= у, у= 
Уз» s у= yp 上 。 从 而 集 
E= ((x,y): f(x,y)2e ,(x,y)€ (0,122) 

的 容积 为 零 。 故 由 积分 存在 充 要 条 件 (参见 习题 3 ) , H 
f 为 可 积 。 然 而 并 不 是 对 每 一 个 Jy，f〈 x，y ) 总 是 关于 x 可 
积分 的 。 因 为 ， 如 果 y 是 确定 的 有 理 数 时 ， 便 有 
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‚е: e ü 
fr 理 数 时 ， 
re 
, х з, 


显然 ， 在 x 的 任何 一 个 区 间 上 ，e，(Cx) =f (x, DAR 
幅 > 寺 ， 所 以 关于 x 不 可 积 ， 亦 即 累 次 积分 不 存在 。 


82 设 在 C 0，1 ] :上 定义 了 函数 如下， 
3 y*， .* 为 有 理 数 时 
f(x, у) = { 


1, x 为 无 理 数 时 
不 难 验 证 累 次 积分 
fax fof x, y)dy 
存在 ， 然 而 f 在 C О, 1 ] ERWA. 


4.2 重 积分 的 变量 替换 
为 了 使 重 积分 的 计算 简化 ， 往 往 需要 施行 积分 变量 的 夫 


换 。 众 所 周知， 对 于 单 变量 的 积分 | A ) de, W at 
ЖХ = 0 (а), dx=g' (и) du， 积 分 便 变 成 
Р [!/сх›ах=|}сеса› 29' (а) йи 


Жфа= оба), bzg 8B，》， 对 重 积分 也 有 类 似 的 结果 ， 
但 形式 上 以 及 证 明 上 则 比 单 积分 要 复杂 得 多 。 为 此 ， 我 们 先 
来 证 明 几 个 必要 的 定理 。 

定义 ” 设 G 是 R* 内 的 一 个 开 集 ,下 ，G 一 R* 是 C1! 类 双 射 。 
记 f 的 分 量 为 f1，f，，…，f，。 并 设 k 是 1 与 % 之 间 的 一 个 固 
EERS, HEG, Рааго ССО ), Ц іу}, 
有 


fi C xis Xz, s Xn) =X; 
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апл жидиасьн- гнав. 
К 显然 有 š 

1 0°" 0 

o. 1 `... Ф 0 

Оң ANDA - 0 


x, Óx, BEZA 


Bfis ferryfa) ~ 


Ili, X24" Xn).. 
: оо 1 
定理 13 ” 设 G 是 R" 内 的 一 个 开 集 ,F: СК" CGR 
函数 ， 并 且 有 分 量 为 f1， fo се, f. ыл EC 处 ， 
(fi, fs of) | 


, 
detF’ (X, ) = ena r F 


MEX HRABRA „› 画 数 F 可 以 分 解 为 n 个 原始 函数 的 复 
合 ， 

ВРИЕ *°92°91 
其 中 每 一 个 9i 都 是 原始 函数 ， 并 在 X。 的 某 个 邻 域 内 具有 道 
映射 。 

证 明 由 于 FEC!(G ) 故 detF'(X ) 是 X 的 连续 函数 。 

所 以 在 X。 的 某 个 邻 域内 ,detF'(X) 关 0， 而 (1) 的 成 
立 ， 表明 此 Jacobian 行 列 式 中 ， 至 少 存在 一 个 (n-1) 阶 
子 行列 式 在 Xe 的 近 旁 不 为 零 。 为 方便 计 ， 不 妨 假设 

alfi f: eh 1 fa =D) fa 


ri tss o Ха DE 
〈 不然， 总 可 以 通过 对 变量 与 /的 分 量 重新 编 序 而 满足 
这 一 要 求 ) ， 并 且 重 复 以 上 考虑 ， 可 以 不 失 一 般 性 地 假定 对 
j= 1，2，…，n， 下 列 各 阶 行列 式 在 X。 的 某 个 近 旁 均 不 
AF 
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0 (fi fal t fD) 


DCxXiyxXay my， Х| у* 0 (j= 1,9,5, п) 
现在 我 们 来 构造 原始 函数 g;( 1 <i<n)。 首先 引 入 


а= Сх), xÜ), 0) 如下; 


xf = fiC» X, s Xa) 


由 于 
peat ай» =, арз} a: 
O Xx, + X: s Xa J| 

所 以 g: 在 X 近 旁 存 在 逆 映 射 


is ЩО (xÍ, xk... zt) 


х,=х{!) 
9:4 (3) 
kam k (ti 


并 将 〈 3 ) 代入 ( 2 ) 之 第 一 式 ， 得 恒等式 


人 CC 
«їз, з, а) Ca) 
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然后 引入 g:=〈 x), x, s, х0) ШР, 
x= falig, Xa) = 
Fah Ex Pye, ха), Р, Ч) 


с> QC I (5) 
3 


容易 验证 ，9g: 在 9! СХ) 的 某 个 邻 域内 存在 逆 映 射 。 事 
实 上 ， 由 《5 )， 得 


Әср. хр, нә ap) ах'р 


OC xt, хр, ss “ру дар 


然而 对 ( 4 ) 及 〈 5 ) 233, ях рН, Н 


д}, OKP д}, 
+ =0 
ôx, дхі) xp 


afa Ol әј, дк 
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即 


of ht) Әр 
+ 


дх\ 0х4!) Óx; 


afa Oh) afa xl 


еттен u) 
ôx, 8х{!) ôx: ӧх! 


由 于 8 С 7) 关 0， 因 而 方程 


COLETE x, ) |x 
д] 9 
arga, tx, 


д} +a, д}, _ дх\?% 


а-бу ` t OX, “ду 
дх% 
Ap = “я а= 1› , BO dB atos 从 而 
gs 在 gi Xo) 近 旁 可 逆 。 
此 外 ， 考 虑 到 


х= xf sfa Cxi еә Xa) 


xt = р.бр сә Ra) 
xi) s xÍ!) = xs 
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xpa xft)= x, 


故 有 
xP fi (muxsa) с 
xfs f, (х,о) 
9° дї: {Эх КОЛ 
х{ФЭ=х, 

(2) (2) ТАТЕ T 
ре , xa "| =д(]\, f) | жо, 
ET s Xa )|x д (xiyxa) [Xo 
ВСЕХ, 22, BEEG, es X41)) 与 (x1， ә, Xa) 

之 间 关系 
ху В (20, е, А20) 
本 
(92"91) = 07—991, x | = xü) (6) 
x. = х2) 


下 面 我 们 用 归纳 法 来 完成 证 明 。 假 设 我 们 已 构造 第 个 原始 


о = C xÜ), 070, се, 


xi") 如下: 
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spa «1-0 


x(v)= 09-10) 
ху, Cris xa) Ef, CALO 71), 
дз эу 07—00), AEE get, а-у, 
ө, ASTRE ELD F хо-', eg ох 7!) 
ст) 


ata (7-0 


FERE 
і) 3dfEg,.-i * o gi CX, ) 的 某 个 邻 域内 可 逆 ? 


ii) EX, CaP, xÜ), з,” ) 与 


(x s Xas s Xn ) 之 间 存 在 如 下 关系 


= 


s 
| 


МС xiv), А0, н, АТО) 
КИТЕ (8) 
x= ВСУ), xÍ")... 070) 


ч 
Ш 


(99-91) Т! = 91! 


o 004119 951: 


хумх 


x (= xt") 
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iii) geo gi = (Jf i(Xis Xz» ts x.) f. 
5 ха) e f. (xi еә ха) Xs s Xa) 


Бул; (9) 

iv) 以 (8 ) 代入 (9 )， 得 恒等式 

x fy {ӨС wf e а, ВСН)» so 
в), х{ї}, wn ху 

хар A K E ye OD WOE 


AEO Ce, x41), е, xe) a0) 


PERO, s aO, ВСН, 


ө, AOC, х), e 070) 


现在 构造 原始 函数 0 = (хх, а) 
如 下 ， 


х= х1) 


ala xf 人) 
х= ferlis xa) = 
gv f. (hi I sl)... ӨЗ), е, 


e, «уаз 


х= xü) 


我 们 验证 、 gv+! 在 g、 97.0, gi (X, ) 的 某 个 邻 域 内 可 
й. FXE, 


ol «+, ө, ху Ox {119 


д(х{ ‚+, x<) у oz 人 


得 方程 组 


of: nt of hL д}, 

. ++ . + = 0 
дх\ ôx (у) дх, дх\ї] Ilvei i 
ôf, дь! 9]» 965°) ду, 

. +e +— 一 十 一 一 = 0 
ôx, Ox t дх, Ox l!) xv 
Sfer kY fors PALO Əf,a 

9 += бе = 

Óx, CERSA Óx, дх {1 Pavi 


Ox \ї\ 
afis fo wa fa) ohi 
Ke E Т Жыш Ја) | 
ШЕ ТЕТТЕ 9) "о, КЕЛ Рт 
x +1 
С 1<]<>) 用 av+: 换 成 1， 则 (12 ) 可 以 看 成 是 (ai,a:， 
дв) 
… аза ) 为 未 知 元 的 线性 方程 组 ， 而 (= — т, 
X v+1 
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ðh.. 245 a Е ЕУ 
，1 ) 是 它 的 一 组 非 零 解 ， 而 此 方程 组 的 茶 # 所 成 


дх\ў! 


Ox ү 


行列 式 不 等 于 零 ， 所 以 不 可 能 等 手 零 ,从 而 gv+1 可 


从 上 构造 过 程 可 以 看 出 ， 有 gv+1。g,。…。g1(X)= 
Ci (xi, зе, Xa), се, fusi (xi, S Xa) › Xvszs 
…，xnw ) 。 继 续 上 述 过 程 ， 直 至 构造 出 g, 为 止 , 可 使 每 一 
个 映射 gi 《i= 1，2,…,n) Ægi * 01.20 e g X DE 
RIN, HEA 

Ine gniot ogi == Cfi, f у f.) 
ШФ, чане: 
例 87 = (у, у), ОР 


у= Ју Сх, х.) = xr+ x 


у= є Сх, х.) = xi + xi 


# 
of y| 1 ® аа 
LENET 1 2х, 


HEX = (0, 0) 近 劳 ，F 可 分 解 为 9: 与 9 的 复合 ， 其 中 
gr= (xÍ), x) pga (C x{*) ，x!?) ) ,具体 的 表 
达 式 为 
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sf = fi (xi, хо) =X: +X: 
91: 


| x= rl) 
Е 
| xP = fa (x х,у дужае 00) gyo 


Cxi)? 


, 


容易 验证 F = g,。gi。 Е 
引 理 5 设 GCR" 为 开 集 , F, G—R" 为 一 对 一 的 Cr 
类 原始 函数 。 A 为 1 与 "之 间 的 菜 个 固定 整数 ， 并 且 当 ;天 及 
时 ， f. (x is Xss" х.) =X, Difi>0 (或 C0 ) ， 
其 中 f ;为 F 的 第 ;个 分 量 。 则 
a) ”车 为 G 的 一 个 有 容积 子 集 ， 并 且 BcCG, 则 F(E) 
也 有 容积 。 
b) 记 G1=F(G)， 并 设 K， GRH G, Е 906 
续 。 则 有 如 下 变量 替换 公式 
[К сЕохуз лооти, = fe, бо аз) 


其 中 记 detF/(X) = Ј(Х) 
:证 明 
Ca) 设 E 是 G 内 的 一 个 n 维 闭 区 间 ， 即 
E= {(х,, х, +, Xn): a <xi<b;, 
1<i<n) 
ИЖ БЕРСЕ) ВН ЕТИН Д К Сш, па, 
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ua ) 的 全 体 ， 
ai<ui<bi, (i#k) 
Бб ху, t Xk-is Gks Хазре s Xa) Su <. 
fx Сх, s Ж-а, буу Xksrs ° Xn) 
Эн Жж 12016, S=F СЕ ) 的 容积 V(S) 为 
ИСЗ) ИЕ) fp, Субу» bo ух») = 
Дь(®› T УЬ x.) Jdx e: dx dx, 


daa = |. А -f IOO ld, 


其 中 4 是 这 样 的 一 个 8- 1 维 区 间 ， 其 变 量 x; i 关 k ) 的 变 
化 范围 是 ci 到 5。 此 时 
1 0 - ө 0 


0 1 e 0 


detF’ (X) = s, =D,f.> 0 
D, f, Daf ~ Dafu 


0 0 ы 1 
#k3 E Жп 维 区 间 时 ， 引 理 5 之 (a ) 是 正确 的 。 从 而 对 EE 是 
n- 区 间 有 限 并 集 时 也 是 正确 的 。 р 
RER PPC WEE n — 区 间 有 限 并 Ж 
A. B, ЖЕ 
АсЕсВ, Всб, V (BNA) <e 
从 而 


VEED) = (оолак. 
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VFB) = Í. OOJaV, 
ИСЕ) EV CEECEE) 
- KVEF) ! 
因为 FEC:， 所 以 |J《〈《X ) | 在 8 上 一 致 连续 ， 从 而 有 界 ， 设 
|/Х)|<М, KÈ 
VCRE -VcrE) I <] 
<M.V(BNA<M: e 
H 的 任意 性 ， 得 | 
7*CFCE) 2 = (ЕСЕ) 2 
KEZ, РСЕ) 有 容积 ， 不 仅 如 此 ， 我 们 还 同时 证 BH T, 
К СХ) = 工时 ， 公 式 〈13 ) 是 正确 的 。 这 是 因为 有 


[00 laV =V CECE) 2 “к 


EN IJ CX) 14У. 


f aK Cwau 

Cb) ”由 于 KCFCX) JII CX) | 在 大 上 一 致 连续 。 
所 以 在 已 上 可 积 。 我 们 用 Riemann 和 来 逼近 (13 ) 中 两 边 
的 每 一 个 积分 。 

由 于 积分 |.K CF OO ] IJ X) 1dV。 存 在, 故 对 任 
给 的 8 > 0 存在 81> 0， 使 得 对 EE 的 任意 一 个 分 划 P = 
{Е,, E,, *» E, ), R3E[|P|< ò. E8 

| EKCFCE:) 3T7CE Va (Ei) - 
f KCE OO JIO, Ze /3 (14) 
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其 中 上 为 巨 ;内 任意 一 点 。 同 样 ， 由 于 积分 | p KOOD du 


存在 ， 故 对 上 述 的 8 ， 存 在 ?之 0， 使 得 对 F《〈 互 ) 的 任意 
一 个 分 划 五 = (E,, Ea, = Ea}, дЖ|Р|<л, ER 


EK CE IV, ED- код du | 


F(E) 


<e/3 (15) 


其 中 为 巨 ;内 任意 一 点 。 ` 
BM =sup|K (u) 1, 由 于 下 和 17| 在 E 上 的 一 致 连续 性 ， 


HTE 0.20 ,使 得 对 任意 x’、X” EE, 只 要 [XX 之 5,， 
便 有 : Ка 
ЕО -FANKI СХ | 
| ШЕ | «Му Еу (16) 
取 5 =тіп(ӧ,, ӧ,), 并 使 [PI<68, ФЕ, =F(8.), 
Pi =F(E,) (14164) WP = ( Е,, Ep, =E, ) 
ЖЕСЕ) 的 一 个 分 划 ， 且 1P“1<m ， 故 (15 ) 成 立 。 

令 m, 和 Mi 分 别 为 |7 (X)1 在 已 ;上 的 上 确 界 与 下 确 界 。 
利用 刚 证 结果 a)， 以 及 积分 的 中 值 定理 ， 有 

Елу =f, TX) ar = IP. CE.) 


(17) 
其 中 m, 世 17;] 志 用 ;， 估 计 两 个 Riemann 和 的 差 ， 


| EKG OED- EKE CEDE] 
і- Б pe Ñ 
ED | = | ЖЕК СЕ. Мио 
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-KED C IV. (010) 21 


= | КСЕ CH EDE |. 
e E 8 i 
2 1 Ssuy.G5 M V E a 
故 由 C14) 和 (15)， 得 
|]. соо) Colaks- | „Коду, | 


< | fK E OOII Cx) dv,- 


EKEJI CEDI CED | 


+ | EKCFCSD ОСЕБИ. CE.) - 
EK CEO CE. | 


4 — 
+ | ZK E OV. СЕ, ә) - [а КОИ. 


3 3 
H e 的 任意 性 ，(b ) 便 证 。 

REU 变量 替换 公式 ) 设 0 为 R" 的 开 集 ，F，G 一 
R" 为 C! 类 双 射 ， 并 且 在 G 上 ，detF' (Ху 0, Ë DE $ 
在 G 内 的 有 容积 的 有 界 闭 集 ， 则 F《 D ) 有 容积 。 此 外 ， 若 设 
K, F (D) 一 R! 在 F CD) 连续 ， 则 

[к da= | K ск eX) ) Ody, 
C 18) 


ве ë 
<s+gtg>e 
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其 中 1(X) =detF' (X), 

证 明 ”由 定理 13， 可 以 在 每 一 个 XE C 的 某 个 邻 域 CG:C 
CG 内 ， 把 F 分 解 为 "个 原始 函数 的 复合 

F=gno gaio e g+ 91 (19) 
假定 有 界 闲 集 EcCG:， 由 引 理 (5 Za), 40. (Е) 有 
Ж. Ато, 0, СЕНА. ЮЖ, ЖАЯР СЕ) 
= бло 99-19" 001° 9 (E ) 有 容积 。 并 由 引 理 (5 ) 之 
) ， 有 


| KCu) dV, = 


gno…gl() 


K C ga Cu) > |detg1 GO |dV , 


ане 
定义 

K,Go6=K (Cg(u)) |detgi Cu) | 
ША, CU) 9..1 e ° g (DELER. ИКУ 5, 
得 

| Kadas | Касал, = 


F(E) ga~t о eg 1(E)1 


К, (gs (u)) |4еїд/„_,(ш)|4У„ 


gn-2 o g1 (Б) 


-Í K (g.CGg.-i()) ) |detgZ(g,-1 (u)| 


gn-2 о se ogi (Е) 
(деге, G) ldV 
由 Jacobian 行 列 式 的 性 质 
| аео со, 1а) Паеса об) = ldeth/(u)l 
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其 中 hs(w)=(gs。gs-1)(w)。 记 ， 

К,а) КСВ Сш)? (deth G) | 

X# ` ! 
J. КУ. К.У, 

FCB) ga-20og!(E) 

逐次 对 gs-，，gs-s，*…,92 应 用 引 理 5 ， 并 依次 定义 
holu) = ga'o да-а oo гъа (0) 

及 I 
K,G) =K Chy(u) ) екн, (u) | 


(p=2, 8, +, в- 1) 


KAV = | ксн...) 
Ай. ч 81 (8) 


ldeths ilu |dV, = > 


ЕК (F(u)) |detF'(u)|dV a (ECG:) 

以 上 证 明了 在 每 一 个 XE G 的 近 旁 区 域 G: 内 ， 如 果 巨 是 

G: 内 的 有 界 闭 集 ， 则 公式 《 18 ) 在 E 内 成 立 。 现 在 将 此 推广 
到 G 内 任意 一 个 有 界 闭 集 万 的 情形 。 因 为 对 每 一 个 XuEG ， 

都 相应 地 存在 着 一 个 包含 Xu 的 区 域 Gzo， 在 此 区 域内 ，F 可 

以 分 解 为 原始 函数 的 复合 (19 ) ， 并 且 对 任何 含 在 其 内 的 有 

界 闭 集 E 上 ， 公 式 ( 18 ) 成 立 。 于 是 在 D 上 存在 着 一 个 开 复 

ŽV. ERV 的 每 一 个 成 员 ， 含 在 其 内 的 每 一 个 有 界 闭 集 
上 ， 公 式 (18 ) 成 立 。 由 Lebesgue 定理 (第 四 章 习题 25)， 

存在 p> 0 ， 使 刀 内 任何 直径 小 于 p 的 子 集 ， 整 个 地 包含 在 

Ф 的 某 个 成 员 内 。 因 之 ， 我 们 可 以 将 刀 分 为 有 限 个 有 容 积 
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HERD, Da, s D., € Ü Di =D, Неј, D. S 


DARRAR С1<}<з), ARF(D: ) 有 容积 , 而 且 
等 式 〈18 ) 在 每 一 个 Di 上 成 立 : 
Í. KO ay, =f КСЕ 2 (веке wlay, 
i (і= 1, Sy sss, 5) 


将 这 S 个 等 式 两 边 分 别 祖 加 ， 便 得 公式 《18 ) 。 
例 计算 


Í sidVs 

Е 

EPE 是 由 如 下 三 条 抛物 线 所 围 成 的 平面 区 域 
х= = xš : (1) 
ОГО 9 
х= 2— 25, - x 9 9) 


解 “ 作 变量 替换 U= G(X ) ,G 的 分 量 为 ，、} 
2 = xi + xš É 
б; : н 
ца= ~X, +2% ~ xš 
映射 G 把 ( x， x: ) 平面 上 的 曲线 C ТУЖ ЯГ (ш. 
ua) 平面 上 的 直线 1': w= 0 $i RODAR A I: 
42= 0; 把 曲线 (和 下) 映射 为 т”: рие =0 把 区 
域 妃 映射 为 区 域 G( 见 图 45 ) 
由 于 ô Cga) _ ta 2x4 = 
Alx, x) -1 А аа. . 
故 逆 映射 G-! =F 存 在 ， 且 |detF’(w)| = +, 容易 计算 出 F 的 
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分 量 为 


xXi=ui- + Cu +u)? 


F, 


X= $ (ui +и, ) 
故 有 
Ја о =, „ул, 
=f cm-t cmtu)? ldetF’ Cu) (dV, Cu) 
Sfi aum [С emh du 
最 后 ， 我 们 指出 |J СХ) | = ldetF СХ) ЛАЖ М. 
设 P 是 R" 内 的 长 方 体 ， 它 的 各 校 有 长 度 为 dxi，ax:，…， 
dxa， 其 n 维 容积 为 dx dx, dx, 38Y =F (X) ЕСЖ 
W, BldetF' СХ, ә) |0, WA 
VCFCP) y=| =f iar, 
|detF’ (X, )|dxidxz dxa = |detF’(X,) |V (P) 
所 以 1detF'《X。) | 可 以 看 成 是 把 P 映 射 成 F《( 了 PP ) 之 容积 的 
伸缩 系数 。 
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85 微分 形式 和 外 微分 


在 微 积分 中 ， 我 们 已 经 学 过 定 积分 、 重 积分 、 线 积分 和 
面积 分 ， 并 且 得 到 非常 重要 的 Newton 一 Leibniz A R, 
Green 公式 ，Gauss-OcTpoTpamckJ 间 公式 ，Stokes 公式 。 
这 些 公式 如 果 只 局 限 在 表面 上 ， 那 么 我 们 看 到 的 只 不 过 是 这 
些 积分 间 的 一 种 关系 。 但 实际 上 ， 它 们 都 服从 于 某 个 统一 的 
公式 ， 即 通常 所 说 的 Stokes 公式 。 本 节 的 目的 就 在 于 揭 句 
它们 之 间 的 这 一 普遍 规律 。 

5.1 坐标 变换 与 空间 的 定向 

一 、 容 许 坐 标 空间 

我 们 知道 , 在 x-o- y 平 面 上 的 点 P, 可 以 表示 成 
《 x ，y)， 其 中 x，y EEK И f iR. {Н ШЖ Ф х= 
rcos9 ，y=rsin 06， 那么 已 也 可 以 表示 成 Cr，9 ) ，- 即 
通常 的 极 坐标 。 由 此 可 知 ， Rs 内 的 点 是 可 以 有 多 种 炸 述 
的 。 这 对 R* 来 说 也 是 如 此 。 

ША, а Р, (ху, Xu ty Xa) H> (Yis 
Yas н, уа) Ж МСС") 9) М ССВ" ) 内 的 一 对 一 且 
双方 连续 的 C 类 映射 。 记 R 的 一 组 标准 正 交 基 为 * ， 
tap s ao 于 是 有 O | 

FOODS Ef СХ) e; (1) 


通常 我 们 可 以 用 两 种 观点 来 看 待 式 ( 1 ) 。 

一 种 观点 是 把 F 看 成 一 种 映射 ， 即 点 的 运动 (变换 )， 它 
J$ N к C xi, хо, …，xa) 变 为 厅 的 点 (yi Уз, 
=, Ya) ЖИР C X ) AEJ Ж 88 2 C f CAO: 
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FX), s, fa(X) a 
一 种 观点 是 把 F 看 成 是 坐标 变换 ， 此 时 设想 点 X 是 不 
变 的 ， 坐 标 ( x :，x:*，…，xa ) 是 对 点 X 的 一 种 描述 。 
H TC xi, хо, t Xa) 与 ( fi, f. (X), 6, 
ХСХ) 的 对 应 是 双方 一 对 一 的 ， 所 Dk C / О, /,(Х), 
o ЛОО) 也 可 以 看 成 是 对 点 X 的 另 一 种 描述 ， 或 者 说 ， 
把 它 看 成 是 到 的 另 一 种 坐标 。 这 样 一 来 О хаха … Xa 
是 N 的 一 个 坐标 空间 ，y1y。…y。 也 可 以 看 成 是 以 的 一 个 
坐标 空间 。 当 然 反 过 来 也 一 样 , 不仅 yy2…ys 是 村 的 一 
个 坐标 空间 ，x:x*…xs 也 可 以 看 成 是 M 的 一 个 坐标 空 
间 。 
B G 是 空间 ххх, 内 包含 NV 的 一 个 开 集 ， 并 且 假 
定 F 的 Jacobian 行 列 式 
Ofis fa ст, fa) Әбул уз, s Ya) 


90х15 Хх, +, Xa) д(х\, Lrs * Xa) 
在 G 内 不 变 号 ， 此 时 我 们 称 由 F 得 出 的 坐标 空间 ?1 yz…ya 是 
六 的 一 个 容许 坐标 空间 。 
二 、 空 间 的 定向 
取 定 N 的 一 个 容许 坐标 空间 xix…xs， 并 任意 地 把 
它 规定 是 正 向 的 ( 或 反 向 的 ) 坐标 空间 ， 对 于 NN 的 另 一 个 容 
WERE y узе уа, WEWE 


_O(y1, Vos Уа) 
дк, Xas "у Xa) 220 


则 称 此 坐标 空间 与 坐标 空间 x，x:… x, 是 同 向 的 ， 如果 


_9(у!, Уз, +, Ya ) 
д(х\, х2, °, Xa) <° 


别称 此 坐标 空间 与 坐标 空间 x:x:…x* 是 反 向 的 。 
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Ж уу: ya 52120072. 6 JR N HJ YF ЖА bú = 
间 ， 并 且 都 与 x:x* … x. 同 向 《或 反 向 ) ， 于 是 按 规定 ， 


OLII, ya Ya) 、0 
Tales ta стиш ГО ОКТО ЛЕ 


i Ôl Zi, 22 | ts Za) 
TE OE PEE D 20 (或 <0 >` 


但 由 Jacobian 行 列 式 的 性 质 ， 有 


IC Yia) _ 

C Ziy Za) 

Q (Ji yD _ Ôl ZiZa) 
WA) Ilara) 20 


ПЕДА а] y, Уз" Уа 与 坐标 空间 ztz:…zs 也 是 同 疝 
的 。 亦 即 说 明 坐标 空间 之 间 “ 有 祖 同 方向 ”的 关系 是 一 个 等 
价 关 系 〈 对 称 性 与 自 反 性 很 显然 ) 。 这 祥 一 来 ， 六 的 一 切 容 
许 坐 标 空间 只 能 分 成 两 大 类 : 同类 中 的 容许 坐标 空间 邦 为 同 
向 ， 异类 中 的 容许 坐标 空间 都 为 异 向 。 对 入 的 容许 坐标 空间 
作 了 这 样 规定 之 后 ， 我 们 就 称 N 是 定向 的 。 

由 于 上 述 原因 ， 所 以 我 们 把 Rs 的 坐标 空 间 хуг, 5 
zx》 属 于 一 类 而 把 坐标 空间 xzy，yxz，zyx 属 于 另 一 类 
道理 的 。 因 为 ， 例 如 有 


ace, yz 2 100 =1>0 
дСу,г,х) _ 010! 
-ecz эу -|601|-_1<0 
Соу) 7080 | 


309 


5.2 一 次 微分 形式 及 其 积分 
一 、 一 次 微分 形式 
设 f, Ce, y, 2) >й! De C R° > k. Ж 
函数 。 对 固定 的 点 已 ，/ 的 微分 4f(P) 是 一 个 R: 到 R! 的 线性 
映射 《 见 第 五 章 8 3 ) ， 这 个 线性 映射 将 Rs 中 的 任 一 点 
(hi, h, hs) 映 为 实数 
df РЭС, В, ha) = EP eh 


af of 
гу?) ` hit 92 (P) ehs 


现在 我 们 引入 三 个 R* 到 R! 的 线性 映射 dx, dy 与 dz 
C 实际 上 是 空间 xyz 到 其 子 空间 x，y 与 > 上 的 投影 ) 。 它 
们 由 下 式 定义 : 
ах, (к, В, hs ) —, 
dy: (hi, В, hs ) ЭА, 


dz:(hi, hz, hs ) Һз, 
ЖНЖ, АСМ) 便 可 以 表示 成 三 个 线性 映射 的 并 加 


| _ of of of | 
df(M)= дх СМ) dx+ s (M)dy+ 92 ао 


定义 HOER $—1ЖЯЖ#, a, b，o 都 是 Q 上 的 可 微 
函数 ， 称 形 如 
w =a( P)dx+b(P)dy+c(P)dz 
的 线性 映射 为 Q 上 的 一 次 微分 形式 ( 简称 1 一 形式 ) 。 
Q 上 的 一 次 微分 形式 的 全 体 记 为 A'(Q), ЖАСО) Е 
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我 们 可 以 定义 加 法 与 数 乘 C 以 可 微 函数 为 数量 》: 
1° фо = а, (P)dx+ bi(P)dy+ci(P)dz 和 T= 
4s(P)ydx+b:(P)dy+cs(P)dz 为 A'(Q) 的 两 个 元 素 ， 则 . 
定义 o 与 + 之 和 为 
=o+r=(o(P)+a(P))dx+(b(P)+b (Р)? 
dy+ (c (P)y+ce,( P) ) dz 
2° 车 4 是 实数 ，o =a(P)dx+b(P)dy+c(Pydz 
€ A (О), WEX AA о 的 乘积 为 
о = Ао = д а(Р)йх+ Ab(P)dy+ Ас(Р)аг 
容易 验证 ，.A'(Q ) 是 一 个 线性 空间 ( 见 第 四 章 1.1 ) 。 
二 、 1 -形式 的 变量 替换 及 其 积分 
车 nh: Са, B 一 > M 是 C! 类 一 一 映射 , h 的 分 基 
为 x= 00), у=. (0, 2 = 00, Са, BI 
ВАКу — RA HRM, 其 方向 与 h 的 切 向 量 ( hf，hs ， 
hí) 方向 相同 。 设 
v =a(P)dx+b(P)dy+c(P)dz 
RM CER? ) 上 的 一 个 1 -形式 。 称 形式 
hto =a (h(ü) ) dh +b C ht) ) dh, 
+c(h(t) )dhs 


= ash 45 dt+beh (t) 9 аъ со (D ar 


= саво 4 I + beh (D pa 


dz 


dt Jdt 


为 = 在 /变换 下 的 1 次 微分 形式 。 
我 们 定义 ， 形 式 呈 在 M 上 的 积分 为 


j °=| ИШИ ho -f Cach СЕО 
м v T (м) 
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dy сор 42.7 
ren (D ТРЭ 


завзема - M。 则 定义 


Le 


х 

这 就 是 我 们 熟知 的 线 积分 《第 二 类 》 的 变量 替换 公式 。 

例 1 计算 w=zdx+xdy+ ydz 在 T 上 的 积分 ， 
其 中 工 为 x? + уб +2? I 
=1 5 x.+ y= 1 的 交 
线 ， 方 向 见 图 46。 

解 弧 F 在 xy 平面 
ЫИ Е А C 2x — 
1)®+2у®= 1, WI 
入 参量 1 使 


x = 1 Acos, 


2 
y= 
a = m 16 
(0<1<2л) 
+ iat ydt 


2 ,1+cost sint , sințż e Cost 
Оз +- 
f ( 2V 2 4 4 2% 
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x 
КА 

5.5 二 次 微分 形式 及 其 积分 

一 、 交 错 双 线性 映射 dx: Adx}，(1<i, j <3) 

为 了 叙述 方便 ， 我 们 把 Rs* 的 坐标 空间 хуг 暂时 改写 为 
XiX2iXso 

设 h = Ch t, 51°; в 90) „А. = (А0), h. t), 
hs © ) 是 Rs 的 两 个 向 量 ， 我 们 LR x Rs 到 R! 的 映射 dX， 
Аах Шт, 


[ h ©? h 03 
ахі Adxi: (hi, h) ә | 
| h CG) h 
 (1<i'j<s) | 
һы) kK 


读者 不 难看 出 ， 数 值 | 是 有 ,hh 所 


ме) в) 
张 成 的 平行 四 边 形 在 R° 的 子 空间 xix; 上 的 有 向 投影 面积 。 
根据 行列 式 的 性 质 ， 映 射 4x; Adxi 有 如 下 明显 的 性 
Ж: 
a) dx; Аах 对 每 一 个 hr 《ts-l，: ) 都 是 线性 的 ， 
即 有 
dxi Adxi Chi’ +h”, h.) =dx, Adxi(hi’, В.) 
+dxiAdxi Chi”, hz), 
ах: Adx; Chi, hz’ +В.) =dx; Adx;lhish:” ) 
+dxiAdxi С, №”), 
b) ах; лах; (Аћ,, ћ.) = Аах; Adx;(hi, h2), 
ах; Айх: (В. АҺ.) = Аах; Аах} (№, hx), 
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с) dxiAdx;= -dx;Adx;, 

d) ах; лах, = 0 C1<;<3)., 

由 于 性 质 a)，b)， 所 以 dx; Adxi 是 一 个 双 线 性 映射 
OER); 由 于 性 质 c)， 所 以 双 线 性 形式 dxi Adxi 是 交错 
的 《 或 反对 称 的 ) :由 于 性 质 c)，d)， 所 以 在 上 述 六 个 交 
错 双 线性 形式 dx; Adx; 中 只 有 三 个 是 独立 的 ， 例 如 dx, A 
dxs, dxs Adxi, dxi Аах» 

二 、 二 次 微分 形式 

现在 我 们 再 把 坐标 空间 xxxs 的 记 法 改 回 成 xyz， 
于 是 ，R :的 上 述 六 个 交错 双 线 性 形式 中 只 有 三 个 是 独立 
的 ， 辟 如 设 它们 是 

dyAdz, dz Adx, dxAdy。 

定义 ОЖК 的 一 个 开 集 ，P，Q，R 都 是 上 的 可 
微 函 数 ， 称 形 如 

ә = Р(х, у, 2)dyAdz+Q (х, у, 2) dzAdx+ 
Кх, y, z ) dxAdy 的 线性 形式 为 Q 上 的 二 次 微分 形 
sC 简称 2 一 形式 )，Q 上 的 二 次 微分 形式 的 全 体 记 为 
A:(Q)， 其 上 引入 与 5.2 中 类 似 的 加 法 与 数 乘 ( 以 可 微 函数 
为 数量 ) ， 容 易 验证 A*(Q ) 是 一 个 线性 空间 ， 而 dy Adz, 
dzAdx, dx Ady 构成 A*(Q ) 的 一 个 基 。 

=. яснай ) 

记号 和 A 也 可 以 看 成 是 A'(Q ) 内 的 一 种 运算 , 设 o = Рах 
+Qdy+ Rdz€ A'(Q),T= Adx+ Вау + Cdz€ A! (Q), 
我 们 使 0 AT 成 为 一 个 2 一 形式 ， 并 且 使 它 满足 反对 称 性 和 
双 线 性 性 ， 以 及 加 法 关于 数 乘 的 分 配 律 。 于 是 有 

o AT = (QC—BR) аула + (RA-CP)dzAdx 
+ CPB- AQ) dz Ady ik R:— 4 2 -形式 。 
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运算 A 称 为 外 乘积 或 模 积 。 

四 、 二 次 微分 形式 的 变量 替换 

Wh: (а, v) > (x, y，z) 是 C' 类 映射 ， 它 
# Cu, v) 平面 上 边 长 分 别 为 Ax ，Az 且 边 与 坐标 轴 平 
行 的 小 矩形 A 5 映 为 xyz 空间 的 小 曲面 Ac ， 并 将 直线 段 


“== s 
АВ, AD4r31B 2) Ñi 2.4” B'A D CARAT, 48), If IH 


hy чы, 
-4 B'，A'D' 的 切 向 量 


а=, Au= 
Ox ду дг 
c Ôu? дц’ Ju ) As 
b=h/Av= 
‹ Ox бу д2 J An u 


ðv’? ôv? до 


所 张 成 的 平行 四 边 形 了 可 以 
作为 A o 的 一 种 近似 m 47 
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通过 计算 ， 容 易 得 出 


dyAdz (a, b) = 90, 2) дидо 
Í lu, v) 
[ = 2902, Ю_ 
dzAdx (а, b) = Ies D) AuAy бї» 


dxAdy (a,b) = - э) Лидо 


它们 是 与 A o 相 切 的 平行 四 边 形 了 在 坐标 平面 x= 0, у= 
0, 2= 0 上 的 有 向 投影 面积 ， 所 以 它们 也 可 以 作为 Ac 在 
坐标 平面 x= 0 у= 0, z= 0 上 的 有 向 投影 面积 之 近 似 。 
故 有 

[ dyAdz (а, b) ~соѕа + do 

| dzAdx (a, 6) %cosĝ + do (2) 
| dxAdy(a, b) %~cosY • їс 
其 中 (cos a cosB , cosY ) 是 7 的 单位 法 向 量 ，do 是 Ac 
的 面积 。 

考虑 到 п, v 是 自 变量 ,而 且 uo 是 自然 定向 的 ， 因 此 如 

果 视 4 =w，v=v， 那 么 按 定 义 便 有 

duAdv(a, b) = Au". Av 
КИ C 1) 可 以 改写 成 


dyAdzm 90» daAda 


| д(ш, д) 
= 9(z，x) 
dzAdx= Ga, v) du A do (3) 
ахау = - ae 3 du Adu 
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设 h 的 分 量 为 
х= В (u, u), y=h (u, 0), Zz=hs(u,u) 考察 hi， 
1，hs 的 微分 (为 1 一 形式 ) ， 有 


dx= ax du+ 9x du 
оц со 

dy = -SS du + -Gy do 

dz= 92. du + ——du 
ди ó 


并 计算 它们 之 间 的 外 积 ， 例 如 dxAdy， 有 


„4 9& дх ду ду 
ахлау= ( U: аа + 3 dv) АС ац+ 95 ао ) 


Õu 
= (5х, бу _ ôy, ôx 7 
= @ ôv Ou до аила 
_ (z, у) 
= Q, оу Ado 


所 得 结果 与 3 ) 相同 ， 这 就 为 我 们 实现 微分 形式 的 变量 Ж 
换 提供 了 依据 。 

定义 ” 设 h 是 将 uv 空间 的 开 集 D 变 到 xyz 空间 内 的 一 个 
C! 类 映射 ,，h 的 分 量 为 

X=hi(u, 0), y=h(u, v), 2= Аз (шуо) 
E ， 
ә = Р(х, у, z)dy А dz+Q(x, y, 2) dz A dx 
+R(x, y, гуахАауўйхуг 空间 的 一 个 2 次 微分 形式 ， 
称 š À 
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ho = (Poh) (u, о) ал. Adh + (Qoh) (u, v) 
dh Adh + (Roh) Cu, о) dh Adh: 
жо ЕЗУ п 下 的 二 次 微分 形式 。 
将 dh!，dhs，dhs 的 微分 表达 式 代 入 ， 有 


ho = (Poh) (u, v) [27 du+ Bias |a 
52 даж 202 du | + СО) а, 0) 
оц ov 


БЕСЕ 


+ Со h) (ц, ЕЕ 


a [KE dus $av |= [Рок Ca, 


ду, 2) 


дС2, х) 
Ë oh A a A 
as w) +( Qoh) (u, v) 


lu, v) 
д(х, y) 
3 oh 5А 5 dua d 
r (R ) (C u,ə) 3 |a ado 
例 2 #==хугахАау,һ; (u,0)r—(x, у, 2), 
其 中 
2 = acosu 
х= аѕійц (u,v)E (0,7 ) х (0,H ) 
У=0 
则 有 


ће = (asinu). v e (асови ) 96220 аал ао 
Olu, v) 


=ašusinucos*udu Adu 
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五 、 二 次 微分 形式 的 积分 
由 于 第 二 类 曲面 积分 中 的 dydz, dzdx 和 dxdy 其 涵义 分 
别 为 S 中 的 微 元 AS 在 平面 x=0，y=0，z= 0 上 的 有 向 
投影 面积 微 元 ， 故 由 四 之 (2 ) 式 ， 我 们 把 第 二 类 曲面 积分 
[]Разаг Qazax + Rdxdy 
5 
约定 为 形式 % = Раул аг + Qdz Adx+ Rdx Ady#E S 上 的 
积分 是 合理 的 ， 即 有 
PayadzradzAdxz+r Вах A dy 


= [[Рауаг+ Qdzdx + Rdxdy 
s 
现在 来 考虑 二 次 微分 形式 积分 的 变量 替换 。 
# h, (u, u) кэ (х, у, 2) СО) 类 一 一 映 
射 ， 其 分 量 为 
Xx=hi (u, v), )=h (u, u), 2= h (u, v) 


h 将 区 域 ( 即 连通 的 开 集 ) DCR?) 映 为 R， 的 一 张 有 向 


HM ССО ), Жп, xh, 指向 的 一 侧 规定 为 
M 的 正 侧 。 二 次 微分 形式 
w = Р(х, y, 2)dy Adz+Q(x, y, 2) dzAdx 
+ R(x, y, 2)ахдл ау 


在 王 上 的 积分 定义 为 
* д(у,г) 
=|,-,һ = oh з 4 
Í. Ж кь д Н! Ф о 00а) õlu, v) 
+005) (u, 00-90. 


319 


(Rsh) Cu, v) 人 э) аида 


ЯМА, ЕХ 


КЕК 


当 w，v 是 自 变量 ， 并 且 wuv 是 正 向 时 ， 约 定 
f Хила = {0 fiu, v)do 
D 
其 中 右 式 是 f(x，v) 在 D 上 的 二 重 积 分 。 


Jš 设 S 是 柱 面 x**+2z*=a? 在 x 之 0，y 之 0 两 卦 限 
内 被 平面 y = 0 Z y= H 所 截 下 部 分 的 外 侧 ， 试 计算 第 


二 关 昌 线 积分 T= || хугахау, 
D 


解 考察 例 2 中 的 微分 形式 及 其 变换 h。 由 于 S 规定 的 
方向 正好 与 入 xhe 的 方向 一 致 ， 所 以 有 


1 


ff xyzdxdy = | хугах Ady 
s 


a°əsinscos*udu Adu 
То 'яухуо'Ну 


-| atosinsucos?*udo 
72 %я)хуо'ну 


H z sH? 
= 2% | оао j cos? usinydu= € 22 
° ° 


5.4 三 次 微分 形式 及 其 积分 
一 、 三 次 微分 形式 
设 л = Ch 1), ha, hs 4) )， 
ha= СВ), һ,®!, p (215, 
hs = СА 9), д. 020, hs?) 
是 Rs 的 三 个 向 量 ， 与 二 次 微分 形式 引出 时 相仿 ， 我 们 定 
XLR? x R° x Rs 到 R? 的 线性 形式 
h О) h O) h, ©) 
dxAdyAdz(hi, hz, hs)= |W h? h) | 
h? h I) h) 
以 及 类 似 的 线性 形式 : 
dxAdzAdy, dyAdxAdz, dy Adz Аах, 
dzAdxAdy, dz Ady Adx。 
由 行列 式 的 性 质 ， 有 
dxAdyAdz=dzAdxAdy=dyAdzAdx 
dxAdzAdy=dyAdxAdz=dzAdyAdx 
而 
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dxAdyAdz= -dxAdzAdy, ее 
所 以 它们 都 是 具有 反对 称 性 的 三 线性 形式 ， 而 其 中 只 有 一 个 
是 独立 的 。 通 常 取 这 个 独立 的 交错 三 线性 形 式 为 dxAdy A 
dz, M Ë ах AdyAdz(hu ho h) RRT H hi, ha, 
һу 三 向 量 张 成 的 有 出 平行 六 面体 的 体积 。 

定义 WQ Rs 的 一 个 区 域 ,P 是 Q 上 的 可 微 函数 。 称 
形 如 

w=P(x, у, z)dxAdyAdz 

的 线性 形式 为 Q 上 的 三 次 微分 形式 ( 简称 3 一 形式 ) 。 

8 上 的 三 次 微分 形式 全 体 记 为 A*(Q)， 并 象 人 *(Q)， 
A ° (Q ) 那 样 可 以 在 A ° ( Q ) 内 定义 加 法 和 数 乘 〈 以 可 微 函 数 
为 数量 ) 而 使 A(Q ) 成 为 一 个 线性 空间 ， 它 以 dx Ady A dz 
为 站 向 量 。 

这 样 我 们 便 得 到 三 个 空间 A'(Q)，A*(Q) 和 A*(Q)， 
这 些 空间 可 以 通过 外 积 运算 而 联系 起 来 。 例 如 一 个 人 "(QQ) 
的 元 素 与 一 个 人 *(Q ) 的 元 素 的 外 积 便 是 A*(Q@O) 的 一 个 元 
素 。 

二 、 三 次 微分 形式 的 积分 及 其 变量 替换 

由 于 dx AdyAdz( hi №, hs) 是 QQ 的 体积 微 元 AV 


的 近似 《 见 图 51 ) ， 所 以 我 们 о, 7] 


把 三 重 积分 7 c у, очу 


о 
约定 为 形式 % = f (x, y, y | 


z)dxAdyAdz 的 积分 ， 其 
中 xyz 是 自然 定向 ， 即 有 A 51 
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|: (x, y, zy dxady лаг = | f(x,y,z)dV 


ЖЛЕ ИЗИН RR. 

设 h 是 将 uvw 空 间 的 区 域 D 变 到 空间 хуг 内 的 区 RQ 内 
的 C!' 类 双方 一 对 一 映射 ,+ 的 分 量 为 

x=hi (u, v, w), y=h (u, v, w), 

z=hs (u, U, ш) 

设 %=f(x，y，z)dxAdyAdz 是 空间 xyz 的 一 个 3 一 形 

h*w=(foh) Cu, v, w)dh, Adh. Adhs 
是 % 在 变换 有 下 的 三 次 微分 形式 ， 将 dh!，dh, ，dhs 的 微 
分 表达 式 代 入 ， 有 


. 0(х,у,2) 
h ә = °һ 729 а 
(f oh) (и, v, ш) Gus oy duAdvAdw 


并 定义 


h'ta 


这 实际 上 就 是 重 积分 的 变量 替换 公式 。 


5.5 推广 

我 们 前 面 讨论 的 1 一 形式 ，2 一 形式 和 3 一 形式 以 及 它 
们 的 积分 都 限定 在 R* 内 ， 但 它们 完全 可 以 推广 到 任意 R” 
上 ， 例 如 : 

1” 在 KR? 内 ，D (CR*) 上 的 一 次 微分 形式 为 6 = f(x, 
у) dx+g《x，y ) dy， 二 次 微分 形式 为 7 = f (x, у) ах 
A dy， 它 们 的 积分 是 : 

323 


[о-[ wo- ооох + ge ye 
ij һа) Ë 
dy 
ar tt 
〈 其 中 ! 是 R: 内 的 有 向 曲线 ， 它 是 C[ a ,BB ] 在 一 一 映射 ?下 
的 象 ， 方 向 与 切 向 量 一 致 。) 
}, Убх, э»ахлау= рс, yddo (ху 为 正 向 堂 


D 
标 空间 ) 或 
fræ >)dzAdy= | kaqa Cfoh)(uy, о) • 


9 (х, у) аула 
QG, о) “А? 


2° 设 
hi= Ch ЧО, haC), ee, ha ©), <В 
Æ R° 的 个 向 量 ， 我 们 一 样 可 以 定义 R*xR*x…xR* 到 
R! 内 的 交错 8 重 线性 形式 : 
ах, Аах, A Аах Chis has һу) 
hit) Mia < hi (t) 
hi ЧЫИ ЗЫ 


h ift) pa Í) > p Í G 


° = У Giri dxi, Аах: А" Лахіь 


ї<ї <i <<] <a 
1 * k 


为 Q CCR) КЮРИ, рап СХ) 88 38 Q 
上 的 可 微 函 数 。 

同样 可 以 证 明 ， 若 

К, (Wd suk (Xi, X23" ха), (h< n) Ж 
CDRH, WA 


JXiiAdxiszA…Adxir= „дб, 2 Xirs се, Xi OD. 


Ou шь» "у uk 7) 


du, Adu: А Aduk 
特别 当 &= nB, A 


‚ д(х\, Xos се +X.) 
x, Аа; 人 dx = _©\х1, Хз, | Xa) 
аА (ш, ша, t, ша) 


du, Adu: А A du, 
因此 ， 积 分 的 变量 替换 公式 可 以 表示 为 
fca, хз, се, Xa) ах, Аах, A AdXa 
[ино еы кел 
du, Aduz: А Аай» 
这 个 公式 比 微 积 分 中 的 重 积分 变量 替换 公式 
[hf Cr, Xas ° Xa) dx °° dx, 


-| 2 


fu ema- 984) дидига 
hiw › 


д(ш, се, Ha 
要 深刻 而 且 方 便 得 多 ， 至 少 不 必 考 B Jacobian 的 符号 而 只 
要 做 微分 形式 的 运算 就 可 以 了 。 

5.6 外 微分 

如 果 把 人 8 上 的 可 微 函数 全 体 记 为 A”〈 Q ) , 则 我 们 可 以 
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在 A"(Q)，A!(Q)，A:(Q8)，As(Q) 内 引入 一 种 运算 
d， 并 称 之 为 外 微分 。 

设 

f =f <x, y, 2) 

о =P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,2)dz 

т =P(x,y,2)dy Adz+ Q(x,y,2)dz Adx+ Р(х,у, 

z)\dx Ady 

w=h(x, y, 2)ахлау Adz 
分 别 为 A 人"(Q)，A1(Q)，A*(Q)，A3(Q) 的 元 素 ， 我 们 
定义 : 

0 一 形式 f 的 外 微分 为 


-ôf of of 
df= E7 dx + Do” дг dz 
这 与 我 们 以 前 定义 的 微分 相同 ， 是 一 个 1 一 形式 ， 
1 一 形式 ca 的 外 微分 为 
do =(dP)Adx+(dQ) Ady+ (dR)Adz 


_ (oR 90 Bp oR 
= (бу 82 dy Adat (Tg) 


£00 ôP 
dzAdx+ (ra Oy ) АУ 
这 是 一 个 2 一 形式 ; 


2 一 形式 的 外 微分 为 
dr= (dP)AdyAdz+(dQ)AdzAdx:(dR)AdxAdy 


- (P, 90, OR 


ду * дг 


Әх 95 )dxAdy Adz 
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这 是 一 个 3 一 形式 ; 
з 一 形式 = 的 外 微分 为 
dowu=( dh)AdxAdyAdz=……=0 
WETA AQ), Canos:is253) 的 元 素 经 过 外 微分 
后 便 成 为 Ar*!( Q ) 的 元 素 。 


5.7 Stokes 公 式 


限于 篇 幅 ， 我 们 这 里 不 再 独立 地 导出 这 三 个 公式 ， 而 只 
是 利用 微分 形式 与 外 微分 的 知识 对 出 现在 微 积 分 中 的 这 几 个 
重要 公式 做 一 个 统一 的 解释 以 揭露 它们 之 间 所 遵循 的 普遍 的 
规律 。 

一 、Green 公 式 

所 谓 Green 公式 是 

J pa, y)dx+Q(x, y)dy 


[fes 52 do (1) 


其 中 妃 是 二 维 区 域 , 1 是 它 的 边界 即 1= 3D, 方 向 正 向 
〈 逆 时 针 方 向 ) 。 

ы = Р(х, y)dx+Q(x, y)dy ， 这 是 一 个 1 - 形 
式 。 所 以 (1 ) 式 左 端 为 


Í Pa<+Qay=| „= 


因为 xy 看 成 是 自然 定向 的 ， 所 以 (1 ) 右 端 按 定义 可 改 
写 为 2 -形式 的 积分 : 


je as ?da = foa ӨӨ Py dxAdy 
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ito = (20. ФР. ) dx Ady。 这 是 一 个 2 -形式 ， 显 


然 有 d%= 05， кийа ) 即 为 


(„= fade (2) 


这 说 明 一 个 R? 的 2 -形式 在 区 域 D 上 的 积分 等 于 它 的 原 
函数 在 D 的 边界 ( 取 正 向 ) 上 的 积分 。 
22, бац ѕѕ-0Остроградс кий 
所 谓 Gauss-OcrporpaxckHi 公 式 是 
|[Р‹х,у,34уда+О‹х,у,гагах+Е(х,у,г )dxdy 
z 
P. +, ôR 
-J + + Be dxdyds (8) 


其 中 只 是 Rs 的 一 个 区 域 ， 三 是 它 的 边界 ， 即 二 =9Q， 方 
向 正 向 ( 朝 外 о 

Жо =P(x,y,z)dy Adz+Q(x,y,2)dz Adx + R (x, 
3,2)dxAdy， 这 是 R: 的 一 个 2 -形式 。 由 于 yz, zx, ху 
都 是 自然 定向 的 ， 所 以 ( 3 ) 式 左 端 可 以 改写 为 


|[Рех,»,дуаг+@(х, у,г3агах + R(x, y, )dxdy 


=|,, o 《 见 5.3 之 五 ) 
е зан 


00 
J ‹ 9р. Еи R ydxAdyAdz 


E ydzAdyAdz, 显然 


do= 0， 所 以 公式 (3 ) 也 可 以 写成 (2 ) 的 形式 


f s =Í аә (4) 


aa а, 


=, Ѕіокеѕ/ 


所 谓 Stokes 公 式 是 
f, Pix, ys a) dx + бх, y,2)dy + R(x, y,z)dz 
aR _ 0 др, |. 
[© 382)dydz (JE - -#Ё у dada 
до a 
> 9 - SE 24ха> (5) 


其 中 三 是 空间 有 向 曲面 ，! 是 它 的 边界 ， 即 1 = 05, DH 
方向 与 1 的 方向 构成 右手 系 〈 即 位 在 工 的 正 侧 上 观察 ，! 移 
动 的 方向 为 道 时 针 方向 ) 。 

设 % = Pdx+Qdy+Rdz 


SR aP _ ƏR 


geg- Әз Ox 


-59 ) dyAdz+ ) 


dzA dx+ ‹ S2- 2P ах лау 


显然 do = a , 故 由 5.3 之 五 , (5 ) 可 以 改写 为 微分 形式 的 积分 


j o =f do (6) 
әх £ 


从 式 (2)、(4)、(6 ) 看 出 ，Green 公 式 ，Gauss- 
Ocrporpaxcekai 公 式 和 Stokes 公 式 都 遵循 一 个 普遍 的 规律 
《 甚至 包括 Ne wton-Leibniz 公 式 ) В 


Í o =f do (7) 
a0 o 
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这 个 公式 也 适用 于 更 高 维 的 情况 ， 通 常 称 为 Stokes 公 
式 。 由 于 这 个 公式 ， 使 以 前 学 过 的 这 许多 积分 公式 统一 成 一 
NART. 


5 题 
1。 iĦDirichlet ж 
(1, x= 有理数 
D(x)=1 
Lo, х= Ж 


在 (0，1 ] 上 不 可 积 。 
2. #F=(a,b) 为 n 维 闭 区间 ,，f :下 一 >R! 为 
有 界 ， 证 明 了 在 已 上 可 积 的 充分 而 必要 的 条 件 是 对 任何 的 
1>0, {OHRA OSN @ў 5,й 2 Ж) 445% Ж. 
3. 证 明 Riemann 了 西数 
CEE. - 
|7, ах =t Cq>0,p,q3 аљ ә 
б (х) = {9 q 
lo, EEE ЖЕ Ж 
在 所 有 无 理 点 为 连续 ， 在 所 有 有 理 点 不 连续 ， 但 仍 在 【 0， 
12 ЕЎЖ, 
4.36 538 f (о) А Са, b) 上 可 积 ， 则 存在 折线 函数 列 
9 中。(xX) (no1929..)9 使 


b b 
j fGodx = im po dx 


5, 若 函数 f(x) 在 ( А, DJ) 可 积 ， 证 明 积 分 的 “连续 
性 ”， 


330 


1im| сев feo ldx = 0, (4<а<%< В) 
6. f gb Ca, b) БТЖ, E f (x) ga), ES 
= {(х, у): aS<Sx<b, }(х)<у<о(х)}, MSH 2 
积 ， 且 
b 
Vs) =| Соб) fO) ] dx 
7. #51, Sa се, SAR 内 的 有 容积 集 , ASU 
5.0--05.55, 05, П-- 由 Si 仍 有 容积 。 若 51,55,51, 
… 为 无 限 多 个 有 容积 集 ， 试 问 US。 还 是 有 容积 的 集 吗 ? 
BARU (хә (ia ) Ё. Ca, Б 上 都 是 可 积 的 ， 


而 且 以 它们 为 项 的 级 数 E п.) Яв, ENAR 的 和 


BRS (x) 同 样 可 积 。 

9. 设 f 是 定义 在 (a, b) kf, я} Ж — + 
x€ (а, b), f(x)>c， ЖЕ, = { (х, у): a< x <b, 
e<y<f(x)); F,= { (х,у), a < х<%5,с<у</(х)}, 
则 


| слсо с2а РУТ 


人 (fGa-c)dx>V*(F,2V*(F,) 


10. 证 明 4.1 之 例 2 
ll. 如 x 是 一 有 理 数 ， 则 将 它 表 作 正 分 母 的 既 约 分 数 
后 ， 表 分 母 为 Qx ， 今 在 S =〔0,1;0,1] 上 定义 函数 f(x, y 
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如 下 : 


(1 ， 当 xy 为 有 理 数 且 gx = 9y 时 
. f(x, y)= 1 
人 0 ， 其 它 


证 明 累 次 积分 
[у= Wdy) ах 与 KIRE y) dx )dy 


存在 且 等 于 零 ， 但 | /dpr: 不 存在 。 
5 

12, %5-={ (х1, х) з 0«<хі<1, i=l, 2}, 
о ZX & S 上 的 函数 ， 其 分 量 为 y1 = х, у= ху? ха, 
计算 g(S) 的 容积 。 

13. 证 明 在 S={ (x1，x2); 1<x,<2, i=1,2) FE $h: 

y =x- х3, у= 2х\х› 

H ARRA, ЖҮ (С g(S) ] 。 

14. 通过 一 个 合适 的 替换 ， 计 算 二 重 积分 


ff 1-2 tdo 
x+y 
с 


其 中 0 是 由 X=0，y=0 及 xX+y= 120R M X t E 
域 。 
15。 通过 迄 当 的 替换 ， 计 算 fK ,хәау» ох), 
i) K(xi, x2)=x1— х1 
ЕЖ УАФ х= 2 ，xi =xi- Xz, хр=2х,+х}% 
边界 的 平面 区 域 。 


iD K (xi, xx) =(xi+xł) 7° 
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下 是 以 曲线 Xx? 寺 X23= 9х1, хї+хї= 4х1, х? 
+xi=2x,, x? +x; - 6Xxs 为 边界 的 平面 区 域 
iii) K(x1, х.) =хі+хі, 
下 是 第 一 象限 中 以 x? 一 x2= рухі х= 2, хх. 
=1, хух;= 2， 为 边界 的 区 域 。 
16。 通过 球 坐 标 变 岳 xi = рсоѕФ sin 0, x,= 
pSšingsin0, хз = pcos 0 ,计算 积分 


[У оэ), 


其 中 下 是 由 不 等 式 0 人 x? + x2x3，0 x? txi 
+х} 1, X> 0 所 确定 的 区 域 。 

17. 试 求 下 列 各 名 的 外 微分 

i) w= Xxidx,— x,dx, 

ji) w= хаха хайх 
хї+хї 


iii) w=xidx,Adxs+xdxs Adxi+ хах, Аах» 


x dx, Adxs + Xdxs Adx1+xsdx1 Аах» 


iv) o= Wa 
А Схіъхр txs) 


18, 设 0 € A", ŽIRA, 3 r 是 偶数 时 ，G Ag 可 
以 不 等 于 霍 。 
19, 9 =a (x;,xs) dx 人 Adxs+az(xixs ) dxs A 
dx, +a,s(xi,x,)dx Adxs, 试 计算 d @ , 
20. 对 于 Rt 中 的 
@ = Tadxir Аз" A dx v Аах, A Аах; 1 
і 
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С(а,=а(ху,*",%))›, 写 出 Stokes 定 理 。 
21. 对 于 Rs 中 的 @ =a; (Xa)dxi +a,(xs)dx, 5 B 


Stokes 定 理 。 
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и 录 
Lebesgue 分 
前 言 


Riemann 积 分 理论 ， 是 数学 分 析 的 一 个 很 重要 组 成 部 
分 ， 它 有 很 大 的 理论 价值 与 广泛 的 实际 应 用 ， 但 它 又 有 不 可 
否认 的 缺点 。 事 实 上 ， 大 家 都 知道 ，Riemann 积 分 的 定义 ， 
本 质 上 是 为 连续 函数 而 作 的 ， 记 以 它 只 能 适用 于 性 质 比 较 好 
的 那 种 函数 ， 因 此 ， 对 于 性 质 比较 奇特 的 函数 ， 例 如 著名 的 
Dirichlet 函 数 ， 它 就 无 能 为 力 了 ， 此 其 一 ， 其 二 ， 它 对 于 
分 析 运 算 次 序 交 换 上 ， 要 求 比较 高 ， 这 就 或 多 或 少 地 束缚 着 
我 们 进行 分 析 运 算 的 能 力 。 因 而 有 必要 对 Riemann 积 分 进 
行 改造 。 我 们 希望 改造 后 的 积分 允许 有 更 一 般 的 被 积 函数 ， 
并 且 可 以 用 较 少 的 附加 条 件 实现 分 析 运 算 次 序 的 交换 。 而 
Lebesgue 积 分 恰恰 能 弥补 Riemann 积 分 在 这 方面 的 一 些 不 
足 。 

Lebesgue 积 分 理论 与 Lebesgue 测 度 理论 往往 是 有 联系 
的 ,因此 一 般 的 有 关 这 方面 的 教科 书 ， 多 从 测度 理论 JF 始 ， 
篇 幅 未 免 过 大 。 我 们 这 里 采用 Young、Riesz、Stone 等 数 
学 家 所 建立 的 用 线性 泛 函 开拓 的 方法 来 引入 Lebesgue 积 分 ， 
其 中 避免 了 测度 的 一 套 理论 ， 而 仅仅 利用 零 测度 集 的 概念 。 
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这 里 ， 我 们 不 打算 介绍 多 元 Lebesgue 积 分 的 理 论 Pl 
为 它 的 许多 基本 概念 和 基本 定理 都 是 一 元 Lebesgue 积 分 平 
行 推广 的 结果 。 当 然 ， 在 多 元 Lebesgue 积 分 理论 中 ， 必 然 
会 增加 一 些 论证 上 的 难度 和 展现 许多 新 的 内 容 ， 例 如 重 积 
分 化 为 展 次 积分 的 问题 等 等 但 这 些 都 是 容易 解决 的 。 


81 ZME 


定义 1.1 ”实数 子 集 4 称 为 零 测度 集 , 如 果 任 给 = 和 0， 
存在 4 的 一 个 可 数 开 区 间 复 瘟 ， 而 这 些 区 间 长 度 总 和 可 小 子 
€o . 
定理 1.1 (Е, Fo oo Fa o) 为 可 数 个 实数 
的 子 集 族 ， 其 中 每 一 个 斑 ; 均 为 零 测度 集 ， 则 它们 的 并 S = 
UF; 亦 为 零 测度 集 。 


证 明 任 给 8 >o， 存 在 下 ;的 可 数 开 区 间 复 盖 { G; ,x} 
(kels 29 =)» 使 


ElGi, |< /2' 
к] 


其 中 1Gi, :| 代表 开 区 间 G; ,: 的 长 度 ， 显 然 ， 
A ii kits 
是 S 的 一 个 可 数 开 区 间 覆 盖 ， 它 们 长 度 之 总 和 
2 © [> =e 
i=l k=1 i=1 2 
例 О К, EFWE, MA 
ROME MIRER, EEM, ЖЕЙ, 有 理 数 全 体 Q 
是 零 测度 集 。 
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52 简单 函数 及 其 积分 


定义 2.1 设 [a,p] 是 R: 的 一 个 紧 区 间 。 谓 S: (а, 
b ) 一 R! 是 一 个 简单 函数 ( 或 阶梯 函数 ) ， 当 : 且 仅 当 存 在 
[a,b 的 一 个 分 划 
P= [a=xo Xis Xss ° х. =b} 
使 S 在 P 的 每 一 个 子 区 间 ( x:_:，xt ) 上 取 常 数值 ck。 
设 $Cx) 是 Ca，6)】 上 的 简单 函数 ， 它 在 (Ca, b) E 
的 积分 定义 为 


еса Боа Саса? 


BR. 34 ñ В 05 (хә) ФЕ Ca, b) E Кїетапп 积分 
值 。 

定义 2.2 ” 设 7 为 一 般 区 间 (有 界 、 无 界 、 开 、 闭 或 半 
开 )， 如 果 函 数 S〈x ) 限制 在 某 个 紧 Б] Са, Б) Б, Ж 
Са, b) 上 的 一 个 简单 函数 ， 而 在 八 [ co，8 ) 上 取 值 为 零 ， 
则 称 S Cx) 是 I 上 的 一 个 简单 函数 。 

记 1 上 的 简单 函数 全 体 为 类 C。(1)。 对 S (x) ECA) 
的 积分 ， 定 义 为 


f S Сх›4х= сках 


容易 看 出 ， 若 1，9 都 是 一 般 区 间 T 上 的 简单 函数 ， 则 
Ifl» тах (f, g), min(f, g), f+g 
等 都 是 J 上 的 简单 函数 。 
简单 函数 的 积分 ， 具 有 Riemann 积 分 的 一 般 性 质 。 
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83 简单 函数 的 单调 序列 


以 后 我 们 经 常 引 用 “人 性质 已 在 集 S 上 几乎 处 处 成 立 ” 这 
一 术语 。 此 话 的 涵义 是 : 在 集 S 上 ,除了 可 能 在 一 个 零 测度 集 
之 外 ,性 质 P 在 S 上 都 是 成 立 的 ,并 简单 地 记 为 PC a.e. ) 或 P 
(Pp.p.)， 其 中 a.e. 即 英语 almost everywhere 的 缩 
®, 而 p.p. 乃 是 法 语 Presque Partout 的 缩写 。 例 如 ， 对 
Dirichiet 函数 


_f1 ，x 为 有 理 数 
Deo 05, ms 


我 们 可 以 写 为 D(x) = 0 (p.p.)。 

定义 3.1 设 {f。) 是 定义 在 集 S 上 的 某 个 实 值 函 数列 ， 

如 果 对 每 个 xE S， 恒 有 

f. C x)<f.. (x) 
MR (Sa 是 S 上 的 单调 增加 库 列 ， 当 相反 的 不 等 式 恒 成立 
时 ， 则 称 { fa) 是 S 上 的 单调 减少 库 列 。 

对 于 简单 函数 的 单调 序列 ， 有 下 面 两 个 基本 定理 

定理 3.1 《 简单 阴 数 列 的 Levi 单 调 收敛 定理 设 
{ Sax) } 是 了 上 的 简单 函数 增加 序列 ,lim 人. S.C x ) dx 
存在 且 有 限 ， 则 S。(x ) 在 I 上 几乎 处 处 收 得 到 有 穷 极 
限 。 

证 明 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 S。( x ) 均 为 非 负 ， 因 为 
否则 我 们 可 以 用 西数 序列 { S, C(x) -SCx) ЖКЖ 
{Sa (х) }。 

由 于 {| 5. Cda), Cn221 ) R dk f t % 8 
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4， 对 一 切 自 然 数 np， 有 
[,5.<л 
WE JE {Sa (хә) ВНА Ж, # 们 ШЕННЕ, 
是 一 个 零 测度 集 ， 为 此 ， 我 们 考察 它 是 否 存在 一 个 总 长 度 小 
于 e 的 开 区 间 覆 盖 。 记 已 , 是 对 充分 大 的 ,使 S.(x)> A/e 
的 那些 点 组 成 的 集合 。 显 然 ， ECE.; HERAN, E 
S. C x) > 4/ 成 立 的 点 的 全 体力 是 有 穷 个 开 区 间 构 成 的 
系统 本 ,,,( 这 溃 因 为 5,(x) 是 简单 函 HR 0, ME. 


的 构成 区 问 长 度 总 和 与 4/。 的 乘积 不 AES, S <A 


HE. .的 构成 区 间 长 度 之 和 应 小 于 8。 最 后 ， 容 易 证 明 
E, = UE.. ,所 以 EE, 便 是 由 可 数 个 区 间 之 并 构成 。 因为 


忆 , ,CE,,1,:， 而 每 一 АУЕ. ,. ,其 构成 区 间 长 度 总 和 小 
于 8， 因而 可 以 证 明 EE .的 构成 区 间 长 度 总 和 小 于 se。 由 & 
任意 性 ， 知 已, 能 被 总 长 度 小 于 e 的 可 数 个 开 区 间 Ж 统 所 要 
ш. щих, Б.Е. 

定理 3.2 505, 是 区 间 7 (如 无 特别 声明 ， 以 后 出 现 
的 区 间 7， 均 指 一 般 区 间 ) 上 的 非 负 简单 函数 减少 序列 ， 并 
且 在 7 上 几乎 处 处 收敛 到 零 ， 则 


lim f 5, = 
э i 


证 明 我 1, 把 积分 分 成 两 部 分 ， 使 


js] 5. + | s. 


其 中 希望 4、B 均 为 区 间 的 有 限 并 ， 而 集 4 选 得 使 被 积 函数 
在 其 上 取 值 很 小 〈 当 "充分 大 时 )， 集 8 则 要 求 选 得 使 其 长 


339 


度 之 和 为 很 小 。 
据 定义 ， 存 在 有 界 闭 区 问 Са, 02, Si x ) 在 它 的 
外 面 等 于 零 ， 因 为 
0<S, (x) <S, (х) 1440] 


所 以 对 每 一 个 S。C x ) ， 在 Ca，6 ) 之 外 亦 等 于 零 ， 从 而 对 
给 定 的 S$,( x ) ， 存 在 Са, БО 的 分 划 ， 使 在 每 一 个 分 划 的 
子 区 间 内 函数 取 常 数值 。 令 万 .为 此 分 划 的 分 点 所 构成 的 集 ， 
并 令 
D= UD. 

DD 是 一 个 可 数 集 ， 所 以 是 一 个 零 测度 集 。 

E Ca, bJ) 中 使 1 S。( xz) } 不 收敛 的 点 焦 。 由 候 
E, ERM EE EQ WF = ПОЕ BER. H 之 , 任 给 


e >0, ЕРИ У ИНС}, Б: CG, I<e。 


M xE (а, b ME, WERD, Wix ERM 
当 n->co 时 ，Ss。( x ) -> 0 ， 从 而 存在 正 整 数 N=NIx)， 
#58 (х) <ез Ж, х0, 意 谓 * 必 落 在 Sx(x) 的 
某 个 恒 值 区 间 的 内 部 ， 从 而 存在 包含 x 的 开 区 间 B( x)， 
使 对 一 切 1{€ B(x)， 有 Sw(t) 过 e。 因 为 {5。} 为 减少 
序列 ， 所 以 亦 有 

Sa (t) Le (n>N(x) НЄВ(х) )(1) 

取 遍 XE Са, b)\F, 得 区 间 {B8( x ) } 的 族 。 加 上 原先 的 
开 区 间 族 {G;}, 便 构 成 (a, БО —Л ЛОЙ шї, 由 
Heine-Borel 定 理 ， 存 在 它 的 有 限 子 族 覆 盖 F。 设 
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са, ус Во)! (ÚG. 


&М,=тах (N (xa) N (x,,)> ° Сар) 由 


《1 ) 可 以 看 出 ,对 一 切 n>No 及 一 切 。+E BC xo) 
А 
Sa C(t) Ke 
现 定义 


а= 64, ，B=[o b3SA 


则 B 是 有 限 个 不 相交 区 间 之 并 ， 并 且 有 
{5 =[*5. =] 5. + [,5. 
首先 估计 A4 上 的 积分 。 令 以 表示 5,38 CO b) 上 的 最 大 值 ， 


HH 
S, (x) <S, (х) <M 


而 4 中 各 区 问 长 度 之 和 小 于 ， 故 得 
f S:<Me (n>1) (2) 


其 次 ,估计 B 上 的 积分 。 因 为 BC UB Cra), WAE 
BHE n 之 No 时 ， 有 Ss(x) 过 e ， 又 B 的 名 成 员 长 度 之 和 不 
超过 8 - o， 故 有 

f S< -0> e, (n>n) (3) 
AJ C 8), C3), а>, @ 
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Ís <(M+b-a)e ”证 毕 
推论 # 
i) {t。} 是 1 上 几乎 处 处 收敛 到 某 个 函数 f 的 简单 函 
数 增 加 序列 ， 
но (aY ак, 则 对 每 一 个 在 7 上 几乎 处 处 成 立 t 
(хуу хә 的 简单 函数 上 (x ) ， 恒 有 
f< lim | ta (4) 


n> 


证 明 在 7 上 定义 一 个 新 的 非 负 简单 函数 的 减少 序列 
(S, РМТ: 

здар СОИНО» 车 t ( x ) 2, (x) 

0, #t(x)<t. (x) 
由 于 
Sa(x) =max {1(x) -t (х), 0} 

所 以 有 

S.(x)—max {#(х) —f (x), 0 }=0 (p. p.) 
因 之 ， 在 IT 上 S。(x ) 几乎 处 处 收敛 到 go(x) 一 0(' 减 少 
地 ) 。 由 定理 ， 有 


lim [.s.= 0 


但 对 任何 xET， 有 
5. (х) tlx) -t, (x) 


Ж \ 


f s>f +- j:. 


&n-> +co， 得 
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54 Ci 类 函数 及 其 积分 


这 一 节 我 们 要 从 已 经 定义 了 积分 的 Co ) 类 函数 出 
发 ,来 定义 更 大 的 可 积 函 数 类 C:(T)， 它 们 的 元 素 被 定义 
为 C。(T ) 类 的 增加 序列 的 极限 。 

定义 4.1 定义 在 区 间 I 上 的 实 值 函数 1, 称 为 是 属于 
C,Q ) 类 的 ， 如 果 存 在 一 个 简单 函数 的 增加 序列 {Su}， 
使 

і) #IkE, {Sa} 几乎 处 处 收敛 到 f， 


ii) lim | SEREM. 
此 时 ， 又 说 14S。(Cx ) ) ER, 
f 在 I 上 的 积分 ， 定 义 为 


{=н f s. (1) 
细心 的 读者 一 定 会 对 上 述 定义 的 合理 性 产生 疑问 ， 因 为 
只 有 回答 了 f 的 积分 与 生成 它 的 序列 无 关 时 ， 上 述 定义 才 是 
一 意 的 。 但 事实 上 ， 我们 有 
定理 4.1 设 {5。} 、{ts} 为 生成 1 的 任意 两 个 简单 函 
数 增加 序列 ， 则 有 


lim | s=lim | +, 
i i 


as а зө» 


证 明 由 假设 ,在 I 上 几乎 处 处 有 
5$„=/,Һ=/, B: lim S,(x) =f (x), 
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lim te(x) =f Сх), 故 上 由 定理 3.2 之 推论 ， 有 


[сха ит [сах 
及 | 

fta Caddx < lim fsa соак 
对 上 述 两 个 不 等 式 取 极 限 ， 有 

lim Sa Сх ап | ta Са) dx 


及 limf ta Cx) dxslim | $, Cx) dx 
此 即 
ит]. 5. Сх) dx= 1im КЕТЕ 


定理 4.1 告 诉 我 们 ， 对 于 C, (I) 中 的 函数 j 之 积分 ， 
与 生成 它 的 简单 函数 列 无 关 ， 因 此 ， 定 义 4.1 是 合理 的 А 
定义 4.1 还 可 以 看 出 ， 每 一 个 C。(T ) 类 的 函数 ， 同 时 也 是 
С.) 类 函数 ， 故 有 C。(I ) EC1(I ) 。 不 仅 如 此 ， 对 简单 
函数 而 言 , 按 C:(I) 类 函数 定义 的 积分 与 按 8$ 2 中 定义 的 积 
分 ， 其 值 相同 。 

定理 4.2 ifeG,(I) » g€C,(I) ， 则 


D f+oeCciD) 且 | сужа =| f+ |, 

ii) 对 每 一 非 负 常数 C， 有 CHFEC,(T D, B 
<d]; 

iii) 着/<g Db. шуо. 
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结论 i ) 11) 是 容易 从 简单 函数 的 性 质 及 C:(T) 类 
函数 积分 的 定义 推 得 的 。 但 必须 注意 ，ii ) 中 要 求 常数 C 为 
非 负 却 是 非常 重要 的 。 因 为 实际 上 存在 着 fEC:(I ) 但 
-FCD 的 例子 。 我 们 准备 在 证 明 iii 之后， 再 给 出 
这 方面 的 例子 。 

iii) 的 证 明 : 设 {s。 } 生成/，{ ts } 生成 gs， 因 而 


Sa (C x)<f(x)<gCx) =lim t. (x) 
由 定理 3.2 之 推论 ， 得 

[ена еа 
Атоо, 48 


limf sa=f [о 证 毕 。 


кэ 


例 FEES ECU), -FECU 的 一 个 反例 。 
(ru ri s Fas } 为 1=[ 0,1 ) 内 的 有 理 数 
全 体 ， 并 令 


L= Стд. ДПІ 


及 
1， 若 xE UI. 
fc =| x 
0, ЖЕ 
并 置 
1, x€ ÚIx 
s. cx) =Í 加 
0, ЖЕ 


容易 证 明 { S, (x) } 是 一 个 简单 函数 的 增加 序列 ， 并 且 生 
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RI, АШ/ЄС, (了) ， 并 且 通 过 简单 计算 ， 知 
{/</з CA) 
但 如 果 在 IT 上 ， 简 单 函数 SC ) 满足 S Cx) 之 -fCx)， 
Нео тау } 在 [( 0，1 1 之 稠密 性 ， 可 以 证 明 在 7 上 
必 几 乎 处 处 有 S (x ) 之- 1, BZ, 有 
[5$‹х›<- 1 CB) 
现 若 假定 - fE C, (了 ) ， 则 由 定理 4.2 之 i ) ， 有 
of errem f ft o 
另 一 方面 , W (5 OO } 生成 -f， 故 由 (CB)， 有 
je p= иш] һ<-1 CD) 
联合 (C ) 与 (万 ) 得 
f s> 
这 与 (4 ) 矛盾 ! 因此 - /不 可 能 属于 CCT ) 。 
定理 4.5 ЖУЄС, (Г), ЄС, CI), W 
max (f, g) ECI) 
min (f, g) ECU) 
证 明 设 { ss } 和 { f。} 分 别 生 成 /和 9， 并 令 
ua = тах ( Sa, Ha), u, =min (ss, ts) 
Фі (а. } 生成 max Cf, g), (о. 生成 min (jg ) 。 
显然 , MEC), VEC), Н (u) S {va} 
都 为 增加 序 列 ， 分 别 在 7 上 几乎 处 处 收 全 到 max(f，g 》 
Smin(f, 9). 
另 一 方面 , 0,</ (р.р.), g | <f rz Ж 
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не оь Ak. mh ER, min Cf, бу 


ECU), 
又 由 
тах (a(x), B(x)) +тіп(а(х), В (x)) 
=a(x)+B(x) 
得 
usot+Us=Ss+to， 即 ws =ss+to -vs 因而 序列 
{| „шй, їйтах сл, DECA. 


下 面 的 一 个 定理 指出 ， 当 I 是 紧 区 间 时 ,IT 上 的 Riemann 
可 积 函 数 也 一 定 是 C1(1 ) ЖЕ, ЛВ Г Е 的 Riemann 可 
积 函 数 类 包含 在 C1(T ) 之 中 ， 而 前 面 所 引 的 例子 告诉 我 们 ， 
这 种 包含 关系 还 是 严格 的 包含 关系 。 

定理 4.4 设 7 为 有 界 闭 区 间 ， 若 f # I E Riemanni 
积 , 则 /EC1(I)， 并 且 f 作 为 C1(1 ) 类 函数 的 积分 ， 其 值 与 
f 在 T 上 的 Riemann 积 分 值 相同 。 

证 明 在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 要 引用 Riemann 可 积 
函数 的 一 个 性 质 。 此 即 : 定义 在 有 界 闭 区 间 C a,b ] 上 的 有 界 
ШИГ x ) 为 R 一 可 积分 的 充 要 条 件 是 f(x ) 在 (Co, b) 上 
几乎 处 处 连续 。 这 个 性 质 的 证 明 ， 读 者 可 从 任何 的 一 本 “ 实 
变 函 数论 ”教科 书 中 找到 。 

&Р„= (a=xe Xi, … Xm=b} HC a, 6b) 的 一 个 
2 "等 分 的 分 划 。 而 P, ,1 的 构成 区 间 由 二 分 Ps 的 每 一 个 构成 
Б 0718 8], 从 而 已 :是 已 的 一 个 加 密 并 且 有 1 P。 | =2-* 
+($-а)>0„ 

ë 
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me=inf(f (x), x€ (xk-isxk 2) } 
( 1<k< 2") 


对 每 一 个 分 划 P， 对 应 如 下 的 一 个 简单 函数 : 
meo x€ C xi-io xk 2) 


S. (x) = 
Ку з. x=a 


BR, {Sa (хә } 是 一 个 单调 增加 序列 ， 并 且 S。(x ) < 
f(x ) 。 我 们 首先 证 明 ， 在 每 一 个 使 7 连续 的 点 x 上 ， 都 有 


lim 5, (х) =f (x) 


Wf Сох ) 在 x 连 续 ， 则 对 任 给 的 e> 0 ,存在 数 > 0 ， 
Щх- <y<x+9 时 ， 可 使 不 等 式 
f(x)-e<f(y)<f(x)+e 


成 立 , 令 
m( ó) =inf(f( y): x- oO<y<x+0} 


усх) - g<m( 0), B Z, f (x)<m( д) + e . 男 一 
方面 ， 存 在 某 个 分 划 Pw， 它 的 一 个 构成 区 间 [xr-:，xr] 
包含 Y， 并 且 位 于 (x- 8，x+a) 之 中 从 而 有 

Sxs (x) =m.<f ( x)<m( b )+ g Km, + е 

=53(х) +е 

但 对 一 切 x 宝 ， 有 

56 (х) 5, (x)<f (x) 
因而 ， 当 n 之 VN 时 ， 有 

S.,(x)<f/f(x)<S, (x) +е 
所 以 limS, (х) =fC x) CPD.) 


”其 次 ， 我 们 证 明 ，{ S。(x )} 生成 1。 这 是 因为 增加 
BÍ |° 5.0х)ах) ММ C5-a) 为 其 上 界 ,其 中 
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M =sup( f€): x€ Cab)}, lim| So ах 


存在 且 ШЙ, Ж/ЖШ (S. (хә ER, AMEC) 
最 后 ， 因 为 


Sac) dx=E m (xx= Xk-+ ) 


л 


=1СР,, f Y>, 
> b 
而 lim Lep, Fy) 


Ра +0 


йш |у-ию[5.=‹#›[у 


85 一 般 区 间 I 上 的 Lebesgue 积 
分 及 其 性 质 

前 面 我 们 已 经 看 到 ， 在 C,(7 ру, 减法 运算 不 封闭 的 。 

因此 我 们 必须 进一步 扩大 函数 类 ， 使 减法 在 新 的 一 类 函数 中 
成 为 封闭 。 

定义 5.1 记 I 上 所 有 形 如 f=u-v 的 函数 之 全 体 为 

LI), Ж hu€ C CI), оЄС, (I), LC(I1T) 内 的 每 一 

个 函数 称 为 在 I 上 是 Lebesgue 可 积 的 ， 它 在 I 上 的 积分 定义 


为 
ek hh 
显然 L (了) 内 的 每 一 个 函数 ， 其 表示 =и-03Ё Ж М 
唯一 的 ， 为 使 上 述 积分 定义 是 一 意 的 ,我 们 还 必须 证 明 f 的 积 
分 与 4、v 的 选取 无 关 。 
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5,1 iu, v, ш, 2 ВАС. U) 类 函数 ， 并 且 


u-v=u; -v 


Jae ered са» 
证 明 函数 4+ ui 和 ui +0 均 为 C; CI) 类 函数 ， 并 且 


各 十 Wi 一 2 +0 


则 有 


故 
(шщ+о\) =f, (ui+v) 
由 定理 4.1 之 i ) ， 又 有 


| u+ Í. =f u +| v 
移 项 后 ， 即 得 (1 ) 。 
Lebesgue 积 分 有 如 下 常用 的 性 质 : 
性 质 1” 设 1 EL(I)、gEL(I)， 则 对 任何 实数 a， 
b, # 


Í cof +vo> =a у+Ь| o (2) 
这 是 容易 证 明 的 。 - 


性 质 2” 如 果 在 I 上 , f(x)=0《p.p.，)， 则 
JELI), 并 且 


jf=0 


实际 上 , РДА 5$„(х)=0 } ,1，:，.…, Š ER f, 所 
D/€C, (1), 更 有 fEL(I)，, ЖН 


J f=lim 5,=0 ` 
性 质 3” 设 1 EL C(I)， 并 县 在 I 上 f=g(p.p.)， 则 
350 


gEL(I), 并 且 
[Í = [2 
证 明 由 性 质 2*, AC f-g)C€L (I), B 
fi -o> =0, 人 Wg=f-(f-g) EL), E 


fo fu- вое 

性 质 3" 说明， 改变 Lebesgue 可 积 函 数 在 某 个 零 测 ЖЕ Ж 
上 的 值 ， 并 不 影响 其 积分 值 。 

例 Dirichlet K% 


0 ，x 为 无 理 数 
几乎 处 处 等 于 零 ， 故 D(x)EL(T) ,并且 | D=o. 
HAKAM, DOO 在 任何 区 间 上 都 不 尽 - TR 
性 质 4。 设 / EL СТ) 。 并 假定 /xz)>0( 力 . 力 .)， 则 
fz >0 
证 明 Bf=u-v, pucci Ud), w ECU), F 


BuSo (p.b ) 由 定理 4.2 之 iii) ， 有 人。 >f o, 因而 


jí >о. 
性 质 5” BELA), gEL(I) ,并 且 在 I 上 f(x》 
22 (x) (zp.p.) , 则 | /> .gs 特别 当 f =g Cp.p.) 时 ， 
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Et f s= [о 

这 是 性 质 4 "的 直接 推论 。 

性 质 6” 车 f、 g 均 为 L CT) 类 函数 ， MJ 万 =max 
Cf, 0), f =max(-f, 0), Ifl, max (f, g), 
тіл (f, g) ALC) 类 函数 ， 并 且 有 


ЕЕЕ (3) 


Ж #/=а-о, 其 中 u€C1(1), оЄС, (1), 
从 而 
f*=max(u—u, 0 ) = тах (ц, 0) - 0 
由 定理 4,3 知 max (и, v) ЄС, (I), f€ L (I); 
Ы5/7=/*-/, ЖЖ f € L CI), 从 Wi|f|= 
FELI). HT 
max(f, g) =+ (f+g+|f—2|] > 
min (f, g) =+ (/+9- 17-91) 
故 由 刚才 所 证 , 知 тах (ў, g), min(/, 0) РІ 
CIs 
最 后 ， 对 一 切 YET， 有 


-If Сх |< хә ЈАС) | 


-fa< f< [їл 
此 即 ( 383)。 


EAT RRI =I UT,， 其 中 了 与 1; 为 两 个 无 公共 
内 点 的 区 间 ， WEEL), WELA), FELA), 
并 且 有 
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故 


[= лр C4) 

这 个 性 质 留 给 读者 证 明 。 

最 后 我 们 证 明 工 (了 ) 类 函数 的 一 个 逼近 性 质 ， 它 反 映 
了 此 类 函数 的 一 种 结构 。 在 下 一 节 里 ， 我 们 将 利用 这 个 性 质 
来 证 明 单调 收敛 定理 。 i 

性 质 8” 设 1 EL СГ), e 为 事先 给 出 的 任意 一 个 正 
数 ， 则 

i) FECU) 类 函数 4 和 v， 其 中 v 在 I 上 几乎 处 处 非 


负 ， 并 且 | o<e, а-о, 

HD 存在 ;EC。(1) 和 gELCI) ,其 中 | 19l<e 而 
使 /=s+g。 

证 明 

i) 记 f=wi-vi， 其 中 u,v1 均 为 C1(T ) 类 函数 ， 
HEEL) ER Az lim t = | os ATAN, 
使 

W. 


о =о,-1һ, пеш in, WH Ж, u,o J ACR A 
数 ， 并 且 有 
20 (0.)b.); | <s; f=u-ui=u-u 


ii) AMi), EE 8 yC (I ) 8 Жи, о, їй 


оро (рр), 0<|о<е/з јао 
又 假定 { s。 | 生成 g。 故 存在 简单 函数 S。(x ) ， 使 
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0<| 00-5.) <е/, 于 是 


f=u-u=Sa+ Cu-Sa) -0=5+09 


其 中 s = So 是 简单 函数 ，g9= Cu-s,.) -o €L (I) R. 
ла] с-з + [| o<e/2+ g 2 = e 证 毕 。 


定理 的 第 i ) RAR, EAL- 可 积 函 数 7 可 以 表示 为 
ФС.) 类 函数 与 一 个 积分 值 任意 小 的 C1(1) Ж 3E f ñ 
数 之 差 ， 定理 的 第 ii ) 条 则 说 ， 每 一 个 了 上 可 积 函 数 可 以 表示 
为 一 个 C。(T ) 类 函数 与 一 个 积分 值 任意 ЛУШ. СТ) 类 函数 
之 和 。 


86 Levi 单 调 收敛 定理 


Levi 收 敛 定理 是 工 - 积分 中 的 一 个 基本 定理 。 其 中 关 
于 简单 函数 列 的 Levi 单 调 收敛 定理 我 们 已 作为 定理 3.1 闲 述 
过 。 这 一 节 着 重 讲述 C1(T ) 类 函数 列 的 单调 收敛 定 理 与 
L (I) 类 函数 列 的 单调 收敛 定理 。 

定理 6.1 〈 C4:(7T) 类 函数 列 的 Levi 单 调 收 敛 定理 ) 

设 {f,} 为 I 上 的 C1(I ) 类 函数 列 ， 且 

i) ”在 I 上 儿 乎 处 处 成 立 f1 Рә 


iD lim | ,六 存 在 且 有 限 ， 


则 { f.) 在 7 上 几乎 处 处 收敛 到 某 个 C:(T ) 类 的 函数 f, 并 
且 


|= ка}. 


证 明 Ж —1 К, (Б ER fr, 其 中 ts GO) 
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按 定义 是 简单 函数 的 增加 序列 。 现 在 按 如 下 方式 定义 一 个 
7 上 的 简单 函数 增加 序列 ， 


(х) =max {s (x), sa, 


е O Cx) } 
显然 

tn(x) Sf (x) SAAD) (1) 
从 而 有 

fm) < [лсо (2) 


由 条 件 ii ) ， 知 增加 序列 { | +. } 有 上 界 ， 所 以 {to} w 
#й. шз, {t } 在 上 几乎 处 处 收 伍 到 某 个 Fe 


CD, 并且 £= im +4。 剩 下 只 须 证 明 {f，) 也 几乎 


处 处 收敛 到 7， 并 且 | /= lim 7 
显然 ， 对 一 切 4<n， 及 一 切 xET， 有 sx ) < 
t. (x), n>, 得 
fe(x)<f(x) С.Р.) (з) 
因而 增加 函数 列 { fx C x) } 在 I 上 几乎 她 处 收敛 到 某 个 极 
限 函 数 g， 且 满足 
limf, (x) =g Cx) Kf Сх) (рф) СА) 


НҢ (1), n>, LÄ 
f(x)<g(x) C.D.) (5) 
#H (4). (5). 8 


limfr (x) =g(x)=f(x) (p.b). 
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最 后 , 在 ( 2 ) H, n>, EE 
Í: = нај, <и f. св? 


另 一 方面 , h (3), (ла) | £. Фоо, Ж 


limf /у<] f (7) 
合并 (6 )， (тә) 便 得 


[=n] у. 
定理 6.2 〈Lebesgue 可 积 函数 列 的 Levi 单 调 收敛 定 
Я) ОЛ. ЉС) ЖЯ, Н 
i) ”在 I 上 几乎 处 处 成 立 f1 у уа) 


ii lim| ,f, 存 在 且 有 限 ， 
则 在 7 上 (Sa } 几乎 处 处 收敛 到 某 个 函数 EL(T) ЖЕ 
| lim fs 


BRRR PRN SS> fae С p.p.), 仍 有 
相同 结论 。 我 们 不 先 直接 证 明定 理 6.2， 而 是 先 证 明 与 之 等 
价 的 所 谓 非 负 Lehesgue 可 积 函 数 项 级 数 的 Levi 定 理 ， 然 后 
再 把 定理 6.2 作 为 后 者 的 推论 。 

定理 6.5〈 非 负 Lebesgue 可 积 函数 项 级 数 的 Levi 定 
H) (9. SL CI) 的 函数 列 ， 且 

i) ”对 每 一 个 "，g，(x) 在 T 上 几乎 处 处 非 负 ， 即 
ga Сх) 20 Ср, р, Эз 


н) BRES, og WE gI E JLP ABAS 
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到 某 个 函数 gE€ LC( 了) ,并 且 有 


js -f Ë e. = 三 | e. єз? 


证 明 为 了 应 用 定理 6.1, Q O g, 表示 为 8 5 中 
Lebesgue 积 分 性 质 7” 的 形式 。 设 e 为 事先 给 定 的 任意 正 数 ， 
则 对 每 一 个 gs， 都 相应 地 存在 着 C(:T) 类 的 函数 4 与 us， 


Jopo >0 Ср, B| о.е, о, =u -vs 


取 =《( 吉 )*(s-1，:，.…)， E W E E RER 
С, CI) 类 的 函数 列 { ws } 和 { os } ， 于 是 : 


=gu+oa>0 Cp.p.), |." 


由 此 可 知 ， 级 数 立 | 收敛， 而 


О, (х) = Хш. Cx) 


为 7 上 的 儿 乎 处 处 增加 函数 列 。 又 


[Uco => |, шу Сх) = E| occa) 


k= 


+E faco 
091] 


h È f, o сор | comes, 知 { [Us Сор 
k=iJi k=12i i 


收敛 。 因 之 由 定理 6.1，{U。(x)》} 在 7 上 几乎 处 处 收敛 到 
函数 EC (І), 并且 
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zc =lim|， U, х) =Ë |a. (х) 


同样 ， 部 分 和 序列 V。C x) =E n, Са) 在 I 上 几乎 处 
处 收敛 到 VEC, CI), ЖН 


[veo вер сое Bf 


因而 G=U-VELCI)，, $ EFA Eo) ={(U.-V. } 
在 7 上 几乎 处 处 收敛 到 G =U - V, B 


|е u- v= šf c-r) = É Í o. 


现在 回 到 定理 6.2 的 证 明 。 
在 定理 假设 之 下 , Фо Sfi gafat frit M 
g, 在 1 上 几乎 处 处 非 负 ， 并 且 


Z fio Co sim È f Са = limf f 


ERHWRRETE, BAE о, Са) EI E JUP Ab APR Т 


ЖА ЛЄП. СТ) ， 并 使 
umf 1.=f.f 


例 令 
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x°, x> 0 
f(x) -Í 
0, x=0 


3020, ШЛЕСО, ，1 ] 上 为 Riemann 常 义 可 积 ， 
故 亦 Lebesgue 可 积 ， 并 且 


1 1 
esj Ляу 
车 - 1<p<0, WECO, 1 ] 上 无 界 ， 因 而 不 尽 - 常 义 
可 积 。 今 定义 函数 列 


pof 5 Зн 
0, 当 0 <x<1m 
显然 ，{ f.) 是 增加 序 列 ， 并 且 lim fs(x) = f C), 
而 每 一 个 f, 在 ( 0 ，1 ] 上 及 -可 积 ， 因而 L- 可 积 , 并且 
Е: а нг) 


所 以 此 时 序列 {| f. 是 收 全 的 。 由 Levi 定 理 ,得 


Í... f= ша | f ту 


ЕВ, р> - 16, fELC0,1), В 


ме 
57 Lebesgue 控 制 收敛 定 
理 与 Fatou 定 理 


Lebesgue 控 制 收敛 定理 虽然 可 以 看 成 是 Levi 定 理 的 一 
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个 推论 ， 但 它 却 是 Lebesgue 积 分 理论 的 一 个 至 为 重要 而 Ж 
础 的 定理 。 这 个 定理 指出 ， 对 于 一 个 见 乎 处 处 收敛 的 可 积 丙 
数列 ， 如 果 被 某 个 可 积 函 数 所 “控制 ”， 那 么 极限 函数 不 仅 
ЖР СГ), 而 且 它 在 I 上 的 积分 可 以 通过 求 函 数 积分 序 列 
的 极限 而 得 到 。 

定理 7.1 《Lebesgue 控 制 收敛 定理 ) ЖУ. РЕК 
间 了 上 的 Lebesgue 可 积 函 数列 ， 并 且 满足 

t° limfa (<) =f ().b.)5 

2° 存在 非 负 函数 gE€LK (I), 使 对 一 n>, EI 
上 几乎 处 处 有 


If. (x) [Sg Cx) 
WIEL), 并且 


f :- lim f. (1) 
证 明 由 条 件 1°”， 故 在 T 上 几乎 处 处 成 立 ( 见 第 二 章 
4.2 节 之 4°)， 
f(x) =lim sup{ fr (x) ы 


=lim inf {fr Сх) ) 
令 G,(x) =sup (f. Сх) ), Н.х) =inf 
>" k>n 
(fedx) Y, W (G.G) } 在 I 上 为 减少 , mH. CC) 


在 TI 上 为 增加 ， 并 且 都 几乎 处 处 收敛 到 (x) 。 此 外,， 按 定 
X, 显然 有 
H. (x) Kfa Cx) KGa (x) C.p.) 
因此 ,车 能 证 明太 ,与 Gs, 都 属于 L( 了) ,定理 亦 就 随 之 证 明 。 
固定 nx， 考察 函数 列 
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Сү,»„(х)=шах{/„(х),}ь,1(х),,/у0(х)} (к> 
эх ЖЭР ЕНИП ЕКЙ $ 5 积分 性 质 6°, 知 对 每 一 个 &， 
Gin(x)EZL(T) 。 又 由 定理 假设 2"， 有 

lGrsn (x) |<g< x) (PeP. ) 


ш 1} Gea if Golf a (з) 


因而 增加 序列 {| Съ, со }* 有 上 界 ， 从 而 由 Levi 定 


理 ， 序列 { Gr, (x) } * 在 7 上 几乎 处 处 收 ЖР. C I) 的 某 
个 极限 函数 。 但 这 极限 函数 ， 不 是 别 的 ， 正 是 
Sup{ fa (х), fasi Сх), ++} =G, (x) 


所 以 G, (x) ELC), ŽE 
IREE = ит] Ск, „хә 
由 ( 2), ЖЯ 
-fa< | б. сә (8) 


从 而 减少 序列 | G，C x ) 有 下 界 。 再 次 应 用 Levi 定 理 ， 知 


f (x) =limG,(x) Ср.р.> 
иш} б.=| f C4) 
同 理 可 证 

H.GOCLCID B imf H.-| f cso 


从 而 由 《4 ) 、( 5 ) 及 不 等 式 
ЕЕК 
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便 得 
[ена 
Bl: 设 /ELC -со, +оо) 考察 的 Fourier 变 换 
A + ixt 
` fe = 人 «уса 
我 们 证 明 人 是 x 的 连续 函数 。 
为 此 考察 
Farny- Pws ¿ (e= 1) f(Ddt 


Rasm- feo le -alf ldt 


在 上 述 右 端 积分 中 ， 被 积 函数 被 可 积 函数 217(t) 1 所 
控制 。 故 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 ， 有 


A N oo ibi 
паю f (x)|<1im le -CD ldt 


=Í iim leitt -1]|f [а= 0 


因而 信 是 x 的 连续 函数 。 
定理 7.2 07.) 为 Z(7) 内 的 函数 列 ， 并 且 在 7 上 几 
平 处 处 收敛 于 某 个 极限 函数 /， 此 外 假设 存在 非 负数 ЖОЄ 
了 工 (T) ， 使 
If C(x) |<g C x) C.D.) 
WEL). 
证 明 在 I 上 定义 新 的 函数 列 
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9, 车 f "之 g 
s. =Í as 若 -g<fs<g 
-9g9， #*f.<-g 
BR, o EL), Ж#Н. 
lg. (x) 1<9 (x) 
容易 证 明 
ga 一 一 上 ср.р.) 


因而 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 ， 得 1 €L СГ). 
定理 7.2 通 常用 来 证 明 f 的 Lebesgue 可 积 性 。 
7.3 (Fatou) 设 /.EL(T) 为 非 负 可 积 函 数 


列 。 若 lim | FAR, йит, EL), E 
ална (у, 
证 明 设 Hi,s,(x)=min (у, (х), e 
fxGz)) „(к-аэза+аэ=) 
则 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 证 明 过 程 知 道 ，{ Hi,。(x) } 
oo o 是 上 (T) 内 的 非 负 诚 少 序列 ， 它 收敛 到 和 HH,(x) 
EL), 并 且 有 
J H. x) =1im| Hisn Cx) 
i K-+eJi 
又 由 于 
f, Hiss сота, л, =, 


[лә >n) 
故 
f H.=1imf но) <lim min C Í fa, 
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|, ш, fio т им] <a 
《因为 lim inf аә 


Bz, (Q Нох) Y 为 加 于 上 的 增加 数列 。 由 Levi 定 理 ， 
有 ‹ 
ит | н, со =f иан, x) =f im fa< 


tmint | у= ит у, 


"з= Кэп 


Fatou 定 理 中 ， 严 格 不 等 式 成 立 是 可 能 的 。 
B| 设 1= ( 0，1 ]， 在 7 上 定义 非 负 可 积 函 数列 ， 


1 
f. (x) = { т обу. 
о, 1<x<1 
则 有 
|| limf, = 0 <lim| f.= 1 
(041 一 & 


— Jon 


$8 可 测 函 数 与 可 测 集 


L (I) 内 的 每 一 个 函数 1《 x ) ， 都 是 某 个 简单 函数 列 
的 几乎 处 处 极限 。 然 而 家 反 的 结论 不 真 。 例如 ，f=1 是 
〈 -co，+co ) 上 的 简单 函数 列 的 极限 , (ВЕ С -co, 
+co ) 。 因 之 ， 区 间 T 上 的 简单 函数 列 的 极限 所 成 的 函数 类 
是 严格 包含 L (了) 的。 我 们 把 这 个 比 LC 了 ) 更 广 的 函数 类 
称 为 I 上 的 可 测 函 数 类 。 
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定义 8.1 定义 在 T 上 的 函数 f 称 为 在 :上 是 可 测 的 ， 如 
果 在 I 上 存在 着 简单 函数 列 {S。} 、 使 


limS, (x) =f (x) (As be) 


记 1 上 可 测 函 数 的 全 体 为 M (了 ) 。 从 定义 立即 可 以 看 
出 ,如 果 f ELCI)， 必 f EM CI). ЖЕ, 如 果 f 在 T 上 可 
测 ， 则 /在 1 的 每 一 个 子 区 间 上 也 可 测 。 

我 们 即将 看 到 ， 在 一 定 条件 下 ， 可 测 函数 也 是 工 - 可 积 
的 。 

定理 8.1 ФЖ/ЄМ (I), ЖН СГ) 内 的 某 个 非 负 
可 积 函 数 9， 成 立 

If (x) |<g (x) (A.b.) 

WEL). 

ШЕЯ 设 简单 函数 列 {S。} 在 TI 上 几乎 处 处 收敛 于 F(Cx)。 
由 定理 7.2， 立 知 f EL (Т), 

Жет 若 fEM(I), НІЛІЄІС), WELO). 

推论 2 车/ 是 有 界 区 间 7 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 则 了 7E 
ІСІ». 

证 明 令 g (x) =sup{ |f Сх) | }=M , KIIS 


9, MELCI). 

定理 8.2 ” 设 9 为 R: 上 连续 的 实 函 数 ， 若 fEM(T) 且 
g€M (1), Wl 

Ах) = ФСУ (х), g(x) )€M(I) 
a, f £g,f+ g, 17 ,тах ( f, g #ñmin(f, DIE 
JT 上 可 测 。 若 f(x) 20 Ср. р. у, ， 则 1 /1 也 在 IT 上 可 测 。 
本 定理 的 证 明 ， 由 读者 自己 完成 。 
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定理 8.5“ 设 { f。} 是 [上 的 可 测 函 数列 ， 并 且 f。(x》 
(хә) Ср.р.) , 则 fEMCT) 。 

证 明 在 LC(I) р, 80 — ЈЕ ЖА Сх) A 
ВС еза), 构造 
Р x) 
1 +17. х) | 
由 于 (7. 0х) } 几乎 处 处 收敛 ， 故 推 得 


i PE A SDE epe) (。 
limga (x) = EIE hlz), (p° b°) (ж) 

由 定理 8.2， 有 gsEM (I) X|g. (х) |< (x), Ж 
由 定理 8.1， 有 gu。E 工 (了 ) 。 此 外 ， 对 每 一 个 x， 亦 有 


*h(x) 


9. (х) = (n=1,2--) 


FCX) ehea) | 过 h(x) 。 所 以 由 定理 


I+ Co] 
7.2, ® 
_ f(x)h(x) 
СС Сә | €L(I) 
从 而 GEM (I), 
最 后 ， 从 (。) 可 以 解 出 f(x) = — 52 


һ(х) -|С(х)| ° 
其 中 h (x) -1G 《x) 150 。 因 而 由 定 理 8.2,f EM (Гу, 
定理 8.3 说 明 ， 类 M CI) 的 元 素 ， 对 于 几乎 处 处 收敛 的 
极限 运算 来 说 是 封闭 的 。 因 此 ， 我 们 不 能 期 望 通过 可 测 函 数 
列 的 几乎 处 处 收敛 极限 来 定义 更 广 的 函数 类 。 但 是 这 并 不 等 
于 说 不 存在 不 可 测 的 函数 。 实 际 上 ,不 可 测 的 函数 是 存在 的 。 
定义 8.2 ” 设 3 为 R 的 任意 一 个 非 空 子 集 。 称 函数 
1， 若 xES 


X(x) = 
* Ez #xER\S 
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为 $ 的 特征 函数 。 

定理 8.4 若 5 为 R 的 零 测度 集 , 则 Xx, EL CR) E 
,X=04 йж, XEL), H| x= 0， 则 5 为 
零 测度 集 。 | 

证 明 车 5 为 零 测度 集 。 则 x s 在 RE 几乎 处 处 为 零 ， 令 


Sa (х) == 0а, 2, о (S, (x) } 便 是 R 上 几乎 处 处 
收敛 到 零 的 增加 函数 列 ， 即 有 


limS, (x) = Xs (x) CP. P. ) 


Bm (S, (x) Y: АХ (x)。 所 以 Xs 是 C1 类 函数 ， 从 
而 也 是 L( R ) 的 元 素 ， 并 且 按 定义 ， 有 


f xs=1im| 5, Cx) =0 


反之 ,对 n= 1, 2, 0, &f.=Zs, BR fri 负 ， 并 
且 有 


ЕЗИ 
BREGI, MARE f。( x ) 除了 至 多 一 个 零 测度 集 7 


SADS BRES, RAE fa Ca) 是 不 可 能 收 全 


的 ， 因 为 此 时 每 一 项 都 等 于 1 ， 若 x 对 S， 则 级 数 96, 
为 此 时 每 一 项 都 为 零 ， 因 之 了 =S， 即 5 为 零 测度 集 。 

定义 8.35 R 的 一 个 子 集 5 称 为 可 测 的 ， 如 果 它 的 特征 
函数 Xs 是 可 测 的 ! 此外， 车 Z* 在 R 上 为 工 可 积 ， 定 义 3 的 测 
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Eu (S) 为 
ис5)= |, Xs 

当 xs 可 测 而 不 可 积 时 ， 定 义 4 ( S )》 = +оо, 

按 上 述 定义 的 集 上 的 函数 4， 称 为 Lebesgue 测 度 。 

BH 零 测度 集 S 是 可 测 的 ,并 且 4《(S》= 0 (定理 8.4)， 

012 每 一 个 区 间 1〈 有 界 或 无 界 ) 是 可 测 的 。 若 7 是 以 . 
a, b (b2a ) 为 端点 的 有 界 а], ШЫ (I) =Ь-а; 车 I 是 . 
ERKE, Wa) = +оо, 

例 5 #А, BATM, BAB, Wjau(A)<u (C B), 

定理 8.5 

1°) ”车 S 和 7T 可 测 ， 则 S\T 可 测 ， 

2°) #51, 5., "а, М 0 S.m0 STN 

证 明 

1°) 由 于 Xs\t = Xs 一 XsX7, 便 知 在 S,T 可 测 的 情况 下 ，,、 
S\T 也 可 测 。 

2°) ш ЫЗ = тах (Xs, Xs, “Xs,), 

1-1 

x i =min (Xs Xss,» …YXs。) o Вп, 

S; 


Озы П s; 均 可 测 。 因 之 由 定理 8.3， 函 数 


Хх =lim X , УХ. = limy < 
Us: "° Us: [Ж Па 
1 а. 


1 ы: isg 
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均 可 测 。 所 DL Us ЫП, А 


定理 8.6 设 4、B 为 两 不 相交 可 测 集 ， 则 
(AUB)=4(A4)+4(B) (1) 
证 明 因为 4、B 可 测 , 故 Xs4、Xa 可 测 ， 并 且 由 于 ANN B 
=Ø, KA 
ЖХлив= ХА + Хв 
从 而 XAus 可 测 。 如 果 XAus 可 积 ， тнв. 1，XA 与 Xa 亦 可 
积 ， 并 有 


nCAUB)=| xaue =Í xat | xm 


“=ибАу+и(В). 

如 果 XAcs 不 可 积 ， 则 至 少 有 一 个 XA 或 Xs 不 可 积 。 这 时 等 式 
( 1 ) 也 成 立 , .只 是 两 边 均 为 + co, 

定理 8.6 当 然 还 可 以 推广 到 个 不 相交 可 测 集 的 W 况 ,这 
个 性 质 称 为 “测度 的 有 了 眼 可 加 性 ”。 但 下 面 的 这 个 定理 告诉 
我 们 ,Lebesgue 测 度 还 具有 可 数 可 加 性 。 

定理 8.7 {As A  ) 为 可 数 个 不 相交 的 可 测 
集 ， 则 有 


ис DAD = Euta) (2) 


首先 ， 由 定理 8.5，3 为 可 测 。 其 次 ， 由 测度 的 有 限 可 
加 性 ， 对 每 一 个 +， 有 
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BCS = Ë aC ALD 


我 们 欲 证 4 ( S。) —эп С). { 

Жи CS) 为 有 限 。 则 Xs 可 积 。 因 而 每 一 个 X, 可 积 《 定 
理 8.1 ) 。 又 单调 递增 序列 {4C《S。) } 以 A(CS ) 为 上 界 ， 
故 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 ， 有 


Lima С5,) = umf zf limx, 


‚їп 
=| Zuo 

# CS) = +оо, Шу. 不 可 积 。 由 定理 6.2 ,或 自 某 个 

,之 后 不 可 积 ; 或 者 每 一 个 x 都 可 积 ,但 |，X。=4(S，) 


趋向 无 穷 大 。 但 不 论 出 现 哪 一 种 情况 ,〈2 ) 均 成 立 ， 此 时 两 
边 都 为 + co。 

BL 设 C 为 R 的 开 子 集 ， 它 的 构 EC J (a, В), 
则 G 可 测 ， 并 且 有 


#‹бу= Би Ca Bi) = Е (8 i - e) 


$9 平方 可 积 函 数 类 L* (1) 


定义 9.1 I 上 满足 f* EL(1) 的 实 值 可 测 函 数 f 之 全 体 ， 
称 为 类 L* CG), RFL CI) 的 函数 称 为 在 7 上 是 平方 可 
积 的 。 

BR, LO) SLO) 之 间 不 存在 包含 关系 。 

例如 
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x 1, о<х<1 
f(x) -Í 
0, х= 0 
ERFLCO0, 1), ЖТР: (0, 1); Kg ( x) 
=l (x 之 1 )， 则 属于 L*( 1，+oo) 而 不 属于 LC 1， 
+ce )。 但 是 有 
定理 9.1 762 (Гә ,并 且 f 在 I 上 几乎 处 处 有 界 ， 则 


ТЄ СІ). 
证 明 : ”因为 fE 工 CT) ， 故 了 可 测 ， 因 之 f°? 可 测 ， 并 
且 有 
l2|<M f (<x)| Che bo) 
这 里 的 M 代 表 1|71 的 一 个 上 界 。 由 定理 8.1， 知 f* EL(I)。 
定理 9.2 ESEL? I), gEL DNS. gELU),; Ж 
且 对 f，g 的 每 一 个 线性 组 合 sf +bg 也 属于 L* СГ) Ca, b 
为 任意 实数 o 
证 明 f.gE€M(I) 是 显然 的 。 而 
l. oP 3 
所 以 由 定理 8.1，7 .96EZL (I), 
同样 ，(af +bg) €M СІ), 并 且 由 
Caf +bg)? =a f? + 2obfg+b:g’ 
Mm Caf +69) EL? (Г), 
ERLER, HL? CI) 内 的 每 一 对 元 素 f 与 9、 
我 们 总 可 以 与 数 
fe 
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祖 对 应 。 记 | Лайл = 《f，g ) ， 并 称 它 为 了 与 9 的 内 积 ， 
而 称 非 负数 
1A1= су, РУ 


为 1 的 L* 范 数 。 

内 积 和 范 数 这 两 个 概念 ， 在 Fourier 级 数 中 起 着 很 重要 
的 作用 。 前 者 推广 了 两 个 n 维 向 量 点 积 的 概念 ， 后 者 推 广 了 
向 量 长 度 的 概念 。 它 们 有 如 下 的 基本 性 质 。 

定理 9.3 设 f/，g，h 为 L* 内 的 任意 三 个 元 素 ，a 为 实 
数 ， 则 有 

i) (f, g) = (g, f) 

ii) (f+g, h)= Cf, h) + (g, h), 

iii) (Caf, 9) =а <, 9), 

іу) аі = [аі 

v) 1(/,д)|<1/1+ igi,(CauchyR#R) 

vi) 17+gl 和 171+1o1 (三 角 不 等 式 ) 

证 明 性 质 i ) 一 iv ) 都 可 从 定义 出 发 直接 推 证 ， 而 
性 质 v ) 可 由 不 等 式 


j c] IFC g Cy) -g Cx F Су) lidy) dx>0 


推出 。 从 而 由 
lf+gl*= (f+g, f+g)= fl*+lol ?+ 
2(f/,g)<S<(lfl+lgl >° 
可 以 证 明 性 质 vi ) 。 
定理 9.4 设 {9。} 为 L* CI) 的 元 素 序列 ， 并 且 
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E lg 1 < + 


ПОЛ ga C x) ГЕЛА AIKAI E R 
BIEL Г), HAH 


Igl=timl È 15 ll 
证 明 事实 上 , ТШЕ g. C x) ДР 处 处 收 
敛 ， 我 们 只 要 去 证 明 E |gs C z) | 是 几乎 处 处 收敛 的 ,为 此 


我 们 证 明 序列 7 = ( È 1ge《 x) | 是 几乎 处 处 收 全 的 。 
显然 序列 { 7e(x) } 是 LC7) 内 的 非 负 画 数 增加 序列 , 并 且 若 
е Ë lgd=M, MA 
j| CÈ р®#1 Ë løt l< 

[Ë ток <м* 

所 以 序列 {| ,7 收敛。 由 Levi 定 理 ， 存 在 fcZCT) ,使 
/— f Cp.p.) 

这 就 证 明了 三 g, Сх) 在 7 上 几乎 处 处 绝对 收敛。 在 其 收敛 
NE, 4 : 
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gtx) slim Egla) (Pept) 
我 们 证 明 gEL* (Т). ЖЖ, Ф 
С. (x) = PEES I 


WAG Cx) — lgl? Ср, b.) 。 对 每 一 个 "，G。EL(T) 
济 且 有 

Ga (х) <f, (х) Kf (x) ( 0.5.) 
所 以 由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 ，9g:EZ СГ), от, 
WIEL (I). 


WA, 由 于 | lol*= с. сә, т 
[,б.сху› = аг<( È ld) <m: 
i көз к=з 


所 以 有 liol*<M?*, 此 即 ( 1 ) 。 
定理 9.5 (Riesy 一 Fischer ) —ğ { fa} HL? CT) 
内 的 一 个 Cauchy 序 列 ， 则 存在 fEL: (了 ) 使 


lim|/.- /[= о 

ШЙ, 按 定义 ， 任 给 e > 0, EEEN, "mn 

SNM, 有 上 fs 一 fo <e。 因 之 , 取 e = Ал, з), E 
可 求 得 一 询 正 整数 ; 


ni Kna <Ç: 


H m>n BI, Ж 


барр 
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Agi = fatio fa,- fa, > 2)， 则 级 数 - 


Ella kek, їнї 0,4, AR Eg. Са) 在 


上 几乎 处 处 收敛 到 某 个 fE 工 : CI) 。 下 面 证 明 | f, - fl— 
0《m->co ) 。 为 此 ， 应 用 三 角 不 等 式 
lfa АЕА а l+ lfa, -fl т>) (2) 


ЗИ, НВС, 
{ч = Ў 
k 


ГЫ" 


СПГ, 


而 E Macf ПСК, 因 之 可 利用 定理 9.4 之 不 等 


pea k+ 
式 (1)， 有 
17-701 Ё Па] 


-k 


s£ 
emre 271 g 
于 是 ， 当 m 之 nt 时 ， 有 
If.-f/1<—-l-+— 

当 kook}, п, оо ЙЗ тоон, 有 1 f. - f l— 0 
证 毕 。 

定理 9.5 说 明 ， 空 间 L* (了 ) 是 完备 的 。 从 证 明 的 Ж 
中 还 进一步 可 以 看 出 ， 对 于 L* CI) 内 的 每 一 个 Cauchy 序 
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列 ， 都 存在 子 序列 在 7 上 几乎 处 处 点 态 收 $ BL CI) 内 的 
某 一 个 元 者 f 。 伍 这 并 不 等 于 说 (7. 可 以 几乎 处 处 点 态 收 
KAS. A (f. 在 L* CI) 内 依 范 数 收敛 到 /与 { f.) 点 
态 收敛 到 /并 不 是 一 回 事 。 


习 题 


1 。 庙 Jf/、g、h 均 为 定义 在 实数 子 集 4 上 的 实 函 数 ， 证 
明 

a) max (/, g) +min (f, 9)=f+g, 

b) max (f+h, g+h) =max ( f, g) +h, 

c) min (/f+h, g+h) =min (/, g) +h. 

2, (7. 和 {g。)} 为 区 间 T 上 的 函数 增加 序列 ， 


п. = тах (fas 9.) Ж оь = тіп (fas g.) 
а) 证 明 {tws} 和 {vs} 是 I 上 的 增加 序列 。 
b) 若 在 IT 上 { f。} 几乎 处 处 收敛 于 f，{ gu } 几乎 处 
处 收敛 于 g， 证 明 在 TJ 上 {ws} 几乎 处 处 收效 于 max ( f, 
9), {va} 几乎 处 处 收 估 于 min (f, 9). 
3 ,下 设 阶梯 函数 的 增加 序列 {5S} 在 JT 上 点 态 收 化 于 
J， 并 设 了 为 无 界 ， 其 上 几乎 处 处 有 大 (x ) 之 1。 证 明 序列 


(| 5.) жж, 


4, 设 /=e ”一 2e %°®„ 证明 
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£ J r. сая j: E f. Cx) dx 
n=l Jo ба 


5, 证 明 下 列 各 个 等 式 之 正确 性 : 


х? 


1 1 12-98, a - 1 1 
a) Гаа] У --.-ахь E У x"dx=1; 
о 1-х on n, n= п)» 


b) (fi х?! СЕ | u ( 0) 
"nad rpo? #7 
8. Р 65 —4Lebesgue TR, Ж f 
在 T 上 几乎 处 处 存在 。 证 明 f 在 I 上 可 测 。 
T, a) {Sa} Prank, 并 在 R 上 处 处 有 


Su 一 /证 明 对 任何 实数 0， 有 
- - 1 
Га, +o) = Ú П, Se Clatn, +99) ) 
b) ”车 /在 R 上 可 测 ， Ки ТАА, 
ST CA) 可 测 。 


в. {f} 与 1 均 为 L* CI) йй, ЭЛ. 
limf /„—/ = 0, зит |у, Т 1/1 ( 即 范 数 的 连 


Ж) 
9, #(/.Y €L: (I), FEL’, | fa- fi> о: 
limfa (x) =g(x) (Pp. )o EA 


f(x)=g(x) Chepe) 
10, 4/„Є1°(1), JEL CI), пя $ — + 


9613010, жю of.= | of. 
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ll, 车 limjjf,-f |= 0, im|g.—-ə9]1 = o, 
证 明 


иш], fa'gs= jf: “go 
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